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A. FUNCIONS DE LA LLIBRERIA MISCEL·LÀNIA 
 
A.1. Funcions públiques 
Funcions menús************************************************************* 
1. toggle: 
b = toggle(b): Commuta el valor de la variable d’entrada. Per exemple, si 
la variable b val cert, la funció toggle la retorna fals. Ens permet (des-
)seleccionar un flag des de la barra de menú “Settings”. 
 
2. menudialegZP: 
(Num,Den) = menudialegZP(Num,Den): Caixa de diàleg que permet introduir els 
zeros i els pols d’un sistema. Ens permet modificar l’expressió de la 
funció de transferència del sistema des de la barra de menú “Settings”.  
 
3. menudialegTF: 
(Num,Den) = menudialegTF(Num,Den): Caixa de diàleg que permet introduir els 
coeficients del numerador i denominador de la funció de transferència d’un 
sistema des de la barra de menú “Settings”. 
 
Gestió de vectors********************************************************** 
4. inver: 
X = inver(Y): Donat un vector Y, inverteix les seves components, guardant-
les en el vector de sortida X. 
 
5. sat2: 
y = sat2(x,xlow,xhigh): Donat un vector x, retorna un altre vector y de la 
mateixa dimensió, en funció dels valors del vector x. Els valors de x 
inferiors a xlow són substituïts per xlow, els superiors a xhigh per xhigh 
i els que estan compresos entre xlow i xhigh, resten inalterats. 
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6. redgrau: 
pol2 = redgrau(pol): Donat un vector amb les N primeres components iguals a 
0, retorna el mateix vector sense les N primeres components. 
 
7. simplif: 
[v,rep] = simplif(w): Donat un vector w, retorna un vector v amb els valors 
del vector w, el·liminant les repeticions dels valors que tenen alguna 
repetició. La segona variable de sortida rep conté el número de repeticions 




y = sat(x,xlow,xhigh): Donat un valor x, retorna una variable y en funció 
del valor de la variable x. Si x és inferior a xlow, y pren el valor de 
xlow. Si x és superior a xhigh, y pren el valor de xhigh. En qualsevol 
altre cas, y pren el valor de la variable x. 
 
9. equal: 
c = equal(a,b,epsilon): Retorna cert si les variables a i b són iguals sota 




[freq,desf,multi] = analisi(a): Donat un vector de pols o zeros (a), 
retorna les seves freqüències associades (freq), el seu desfasament (desf=0 
si l'element és de fase mínima i desf=1 si és de fase no-mínima) i la seva 




freq_0dB = freq0dB (Numd,Dend,Ts,w_v): Donat un sistema de temps discret 
(Numd:numerador, Dend:denominador), el període de mostratge (Ts) i un 
interval de freqüències definit pel vector w_v, calcula les freqüències de 
tall de la corba de guanys a 0 dB en l'interval de freqüències definit pel 
vector w_v.  




freq_fase = freqphase (Numd,Dend,Ts,w_v) : Donat un sistema de temps 
discret (Numd: umerador, Dend: enominador), el període de mostratge (Ts) i 
un interval de freqüències definit pel vector w_v, calcula les freqüències 
de tall de la corba de fases a -180º en l'interval de freqüències definit 
pel vector w_v. 
  
Funcions conversió unitats************************************************* 
13. rad2grad: 
(y) = rad2grad(x): Converteix radiants a graus. 
 
14. grad2rad: 
(y) = grad2rad(x): Converteix graus a radiants. 
 
15. transf_db: 




ts_tc = testabTC(Num,Den,K,tmax): Donat un sistema de temps continu en llaç 
obert (L(s)=Num(s)/Den(s)), la constant K de proporcionalitat que 
premultiplica la funció de transferència (equació característica: 
1+K·L(s)=0) i un valor de temps màxim (tmax), calcula el temps 
d'establiment del sistema de temps continu. El temps d'establiment es 
defineix com el temps necessari perquè la resposta del sistema davant una 
entrada graó unitari estigui compresa en una banda igual o menor del 2% del 
valor final -valor en règim estacionari-). 
La variable tmax és el temps d'establiment màxim que s'assigna en el cas en 
què algun pol de llaç tancat tingui la seva part real igual a 0 (el temps 




tmax = scaleTC (Num,Den,K,tmin,tmax): Donat un sistema de temps continu en 
llaç obert (L(s)=Num(s)/Den(s)), la constant de proporcionalitat K que 
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premultiplica la planta (equació característica: 1+K·L(s)=0), i dos valors 
llindars del temps de simulació (tmin: temps mínim, tmax: temps màxim) , 
estableix l’escalat de la figura on apareix la resposta del sistema de 
temps continu.  
Si el sistema és estable, es defineix el límit superior de temps de la 
simulació a partir del temps d'establiment de la sortida (ts_tc). En cas 
contrari, s'assigna tmax a aquest límit. 
 
18. testabTD: 
ts_td = testabTD(Numd,Dend,Ts,K,tmax): Donat un sistema de temps discret en 
llaç obert (L(z)=Num(z)/Den(z)), la constant K de proporcionalitat que 
premultiplica la funció de transferència (equació característica: 
1+K·L(z)=0), el període de mostratge (Ts) i un valor de temps màxim (tmax), 
calcula el temps d'establiment del sistema de temps discret. El temps 
d'establiment es defineix com el temps necessari perquè la resposta del 
sistema davant una entrada graó unitari estigui compresa en una banda igual 
o menor del 2% del valor final -valor en règim estacionari-). 
La variable tmax és el temps d'establiment màxim que s'assigna en el cas en 
què algun pol de llaç tancat tingui la seva part real igual a 0 (el temps 




tmax = scaleTD (Numd,Dend,K,Ts,tmin,tmax): Donat un sistema de temps 
discret en llaç obert (L(z)=Num(z)/Den(z)), la constant de proporcionalitat 
K que premultiplica la planta (equació característica: 1+K·L(z)=0), el 
període de mostratge (Ts) i dos valors llindars del temps de simulació 
(tmin: temps mínim, tmax: temps màxim) , estableix l’escalat de la figura 
on apareix la resposta del sistema de temps discret.  
Si el sistema és estable, es defineix el límit superior de temps de la 
simulació a partir del temps d'establiment de la sortida (ts_td). En cas 




y = simul(Numd,Dend,u): Donat un sistema de temps discret (Numd: numerador, 
Dend: denominador) i un vector d’entrada u, retorna un vector y amb els 
valors de la sortida del sistema. 




Plotoutzoh(Numd,Dend,u,Ts,tmax,color): Donat un sistema de temps discret 
(Numd: numerador, Dend: denominador), un vector d’entrada u (vector de 
dimensió (tmax+1)), el període de mostratge (Ts), el temps màxim de 
simulació de la sortida (tmax) i la variable color que permet especficar-ne 
el color, dibuixa la sortida del sistema mantinguda amb un mantenidor 
d'ordre 0 (zero-order-holder(zoh): els valors de les mostres es mantenen 
entre instants de mostratge). 
 
22. PlotBodeasymgain: 
(Gu,w) = PlotBodeasymgain (Num,Den): Donat un sistema de temps continu 
(Num: numerador, Den: denominador), calcula els punts del diagrama 
asimptòtic de guanys de Bode i les seves freqüències associades. 
 
23. PlotBodeasymphase: 
(ph,w) = PlotBodeasymphase (Num,Den): Donat un sistema de temps continu 
(Num: numerador, Den: denominador), calcula els punts del diagrama 
asimptòtic de fases de Bode i les seves freqüències associades. 
 
24. PlotLGR: 
[zbifurc,Kbifurc] = PlotLGR (Num,Den,col1,col2): Donat un sistema de en 
llaç obert (Num: numerador, Den: denominador), i dues variables associades 
al color dels punts del lloc geomètric de les arrels, on col1 fa referència 
al color del lloc geomètric, exceptuant el tram que pertany a l'eix real i 
la variable col2 fa referència al color d'aquest tram, dibuixa el lloc 
geomètric de les arrels. 
Les variables de sortida es corresponen amb els punts de bifurcació i les 
seves constants de proporcionalitat associades. 
 
Funcions sistemes lineals de temps continu**************************** 
25. sys1: 
[Num,Den] = sys1(K,tau): Donat dos vectors columna associats a les 
constants K i tau dels sistemes de primer ordre G(s)=K/(tau·s+1), en forma 
canònica), retorna dos vectors columna amb els polinomis del numerador 
(Num=K) i del denominador (Den=tau·s+1) de cada un dels sistemes. 
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26. poles2: 
p = poles2(wn,psi): Donats dos vectors columna de pulsacions natural (wn) i 
coeficients d'esmorteïment (psi), retorna dos vectors columna amb els pols 
complexes conjugats associats (p=(-psi+-sqrt((psi.^2)-1))*wn). 
 
27. caract: 
(wn,xi) = caract(p): Donat un vector fila de pols de temps contuinu (p), 
retorna dos vectors fila amb les seves corresponents freqüències naturals 
(wn) i els seus coeficients d'amortiment (xi) associats. Els pols de temps 
continu es poden escriure de la forma: s=-xi*wn+-j*sqrt(1-xi^2). 
 
28. poly_canonic: 
pol = poly_canonic(p): Donat un vector fila d’arrels (p), retorna el 
polinomi que formen (pol) en forma canònica (terme independent igual a 1). 
 
Funcions sistemes lineals de temps discret**************************** 
29. integr: 
N = integr (Dend): Donat el denominador d’un sistema de temps discret 
(Dend), calcula el número d'integradors purs del sistema (N: pols reals en 
z=1). 
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A.2. Funcions privades 
 
1. Iguala_ordre: 
(Num,Den) = Iguala_ordre (Num,Den): Donats dos polinomis (Num i Den), 
retorna els dos polinomis amb el mateix ordre (n'iguala el seu ordre si 
aquest és diferent (afegint 0's a l'esquerra)). 
 
Dibuix Lloc geomètric de les arrels**************************************** 
2. Genera_K_LGR: 
K_LGR = Genera_K_LGR (K): Donat un vector d’entrada amb els valors de K 
associats als punts de bifurcació del lloc geomètric de les arrels, genera 




Dibuix_LGR_real (Num,Den,color): Donat un sistema en llaç obert i la 
variable color que permet especificar-ne el color, dibuixa els punts del 
lloc geomètric de les arrels que pertanyen a l'eix real. 
  
4. Dibuix_asimp_LGR: 
[centroide,angle] = Dibuix_asimp_LGR (Num,Den,color): Donat un sistema en 
llaç obert (Num:numerador, Den:denominador) i la variable color que permet 
especificar-ne el color, dibuixa els asímptotes del lloc geomètric de les 
arrels i retorna la coordenada real del centroide i els angles dels 
asímptotes en radiants. 
 
5. bifurc_LGR: 
[z_bifurc,K_bifurc] = bifurc_LGR (Num,Den): Donat un sistema en llaç obert 
(Num:numerador, Den:denominador), calcula els punts singulars del lloc 
geomètric de les arrels associats a una bifurcació i el valor de les seves 
constants de proporcionalitat associades. 
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Dibuix diagrama asimptòtic de Bode***************************************** 
6. freqmulti: 
[freq,multi] = freqmulti(a): Donat un vector de pols o zeros (a), retorna 
les seves freqüències associades i la seva multiplicitat (número de cops 
que apareix repetida la freqüència). 
 
7. calcula_taula_freq: 
w_bode = calcula_taula_freq (Num,Den): Donat el numerador i el denominador 
de la funció de transferència d’un sistema de temps continu, retorna el 
vector de freqüències associades als zeros i als pols (serveix per poder 
muntar la taula de pendents). 
 
8. calc_w: 
(wmin,wmax) = calc_w(w_bode): Donat el vector de freqüències per a la 
construcció de la taula de pendents, es calculen els límits freqüencials 
del dibuix dels diagrames de Bode. 
 
9. rang_freq: 
(w_bode,wmin,wmax,N,w_v) = rang_freq (Num,Den): Donat el numerador i el 
denominador de la funció de transferència de temps continu, retorna les 
freqüències característiques del sistema (w_bode), els límits freqüencials 
(wmin i wmax), el número de punts que es prenen per dibuixar els diagrames 
de Bode (N) i les freqüències dels diagrames en escala logarítmica (w_v). 
 
10. calcula_guany: 
k = calcula_guany (Num,Den): Donat el numerador i el denominador de la 
funció de transferència del sistema de temps continu, calcula el guany 
canònic del sistema. 
 
11. calcula_pendent_k: 
(pend_guany_k,pend_fase_k) = calcula_pendent_k (Num,Den): Donat el 
numerador i el denominador de la funció de transferència del sistema de 
temps continu, calcula l'aportació en els pendents de guany i de fase dels 
asímptotes del guany canònic k. 
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12. calcula_pendent_zeros: 
(pend_guany_zeros,pend_fase_zeros) = calcula_pendent_zeros (Num,Den): Donat 
el numerador i el denominador de la funció de transferència del sistema de 
temps continu, calcula l'aportació en els pendents de guany i de fase dels 
asímptotes dels zeros del sistema. 
 
13. calcula_pendent_pols: 
(pend_guany_pols,pend_fase_pols) = calcula_pendent_pols(Num,Den): Donat el 
numerador i el denominador de la funció de transferència del sistema de 
temps continu, calcula l'aportació en els pendents de guany i de fase dels 
asímptotes dels pols del sistema. 
 
14. calcula_pendent_ft: 
(pend_guany_ft,pend_fase_ft) = calcula_pendent_ft (Num,Den): Donat el 
numerador i el denominador de la funció de transferència del sistema de 
temps continu, calcula els pendents de guany i de fase totals (aportació 
del guany canònic, dels zeros i dels pols). 
 
15. offset: 
signe = offset(signe_phase,signe_phastart): Permet ajustar el diagrama 
asimptòtic sobre el diagrama real de fases (mètode heurístic). 
Si els punts inicials del diagrama real i asimptòtic estan per sota de la 
línia de referència dels 0º, la variable de sortida val -1, si estan al 
damunt d'aquesta val 0, i si estan per sobre val +1.  
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B. FITXES DE LES APLICACIONS INTERACTIVES 
B.1. Resposta temporal dels sistemes de temps continu 
Fitxa 1: Resposta temporal de sistemes de primer ordre 
1) Breu explicació teòrica1:  












, on la 
constant τ  s’anomena constant de temps del sistema i té dimensions de temps [segons]. 
 
Resposta impuls unitari de sistemes de primer ordre 
Per a l’entrada impuls unitari, 1)( =sR , la sortida del sistema de primer ordre pot expressar-









. La transformada inversa de Laplace produeix 
0)),/·exp(1·()( ≥−= ttKtc τ
τ
. 
Resposta indicial dels sistemes de primer ordre 
Si l’entrada és una entrada graó d’amplitud , ( ) · ( ) ( ) AA r t A u t R s
s
= ⇒ = , llavors la  




 Katsuhiko Ogata.Ingeniería de Control Moderna. Pearson Educación, S.A. (Prentice Hall), 4ª Edición. 
(Capítol 5). 
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sortida és de la forma: 1 1( ) ( )· ( ) · · · 1· 1







= = = − 
+  + 
 
.  
Si es pren la transformada inversa de Laplace, s’obté que la sortida del sistema en el domini 
temporal és : ( ) 0)),exp(1)·((··)()·exp()(··)( ≥−−=−−= tttuAKtuttuAKtc ττ . 
Si s’observa una resposta d’aquestes característiques, pot observar-se com a un 
temps igual a τ=t , el sistema ha arribat aproximadament al 63% del seu valor en règim 
estacionari ( ) ·c t K A→ ∞ = . Successivament, pot observar-se com  aproximadament 
( 3· ) 0,95· · , ( 4· ) 0,98· ·c t K A c t K Aτ τ= = = = . 
Donat que l’estat estacionari s’assoleix matemàticament només després d’un temps infinit, a 
la pràctica, una estimació raonable del temps de resposta és la longitud de temps que 
necessita la resposta per assolir la banda del 2% del  valor final, o el que és el mateix, el 
valor de quatre vegades la constant de temps τ·4=t . 
2) Pantalla: 
 
Figura Pols de temps continu (pla s) 
En aquesta figura s’han mapejat els pols de temps continu dels sistemes de primer 
ordre sobre el pla s. El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha 
pintat de color groc.  
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Apareixen també un parell de botons en forma de triangle a la part inferior dreta de la figura, 
que permeten a l’usuari afegir (fins a un màxim de 5 pols) o bé disminuir el número de pols 
reals. En el cas en què es visualitzin un total de 5 sistemes apareixerà un missatge a la part 
inferior esquerra de la figura amb el missatge següent: ‘(No es poden introduir més pols)’. 
Figura Selecció paràmetres 
 Apareixen en aquesta figura 2 sliders que permeten modificar el valor de les 
constants K  i τ  del sistema que estiguem manipulant. A més, per aquest mateix sistema, 
s’ha representat la seva funció de transferència en forma canònica (es va actualitzant a 
mesura que es varien les constants K  i τ  del sistema). 
Figura Pla tau-K 
 En aquesta figura s’han pintat tots els punts ),( Kτ  dels sistemes en forma de 
triangles. Pel sistema manipulat es visualitza el valor de les seves coordenades (de color 
vermell). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
A més, també s’ha afegit la recta amb el pendent que té la sortida del sistema davant 
l’entrada graó en el moment de l’arrencada –proporcional a l’inversa de τ – (recta de color 
vermell) 
En aquest cas, les coordenades del punt que es visualitza (de color negre), es corresponen 
amb la constant de temps τ  del sistema manipulat i el 63% del seu valor en règim 
estacionari, respectivament. 
Figura Resposta impulsional 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada impulsional. 
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Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de 
guanys de Bode dels diferents sistemes de primer ordre. A més, per a cada diagrama, s’han 
pintat unes línies verticals col·locades a les freqüències en què els diagrames asimptòtics 
canvien de pendent. 
Figura Bode Fase [rad] 
D’igual manera que en el cas de la figura anterior, s’han dibuixat el diagrames reals i 
asimptòtics (línies discontínues) de fases de Bode dels diferents sistemes de primer ordre.  
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), així com 
visualitzar un nombre variable de sistemes de primer ordre a la vegada (Afegir/treure pols). 
Utilitzant la mateixa opció, pot també modificar per a un sistema determinat, els valors de les 
constants K  i τ  (ja sigui fent ús dels sliders, o bé manipulant les coordenades dels punts 
del pla on es relacionen aquestes dues constants). 
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte amb unes característiques donades. D’aquesta manera, l’estudiant 
parteix d’una bateria d’exemples on: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemples I: sistemes de primer ordre amb K  constant. 
 Exemples II: sistemes de primer ordre amb τ  constant  
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar addicionalment les figures de 
les respostes freqüencials. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Nota: Si es vol visualitzar la figura on es mostra la resposta impulsional, només cal clickar 
amb el botó dret del mouse damunt de qualsevol figura on s’hi vulgui visualitzar la nova 
figura. Llavors cal només seleccionar l’opció Plots> i escollir la figura Resposta impulsional. 
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Figura Pols de temps continu (pla s) 
 Pols dels sistemes de primer ordre (creuetes de diferents colors) 
 Botons que permeten afegir i treure sistemes (triangle de color verd i vermell, 
respectivament). 
Quan s’està al damunt d’algun pol amb el cursor, aquests es pinten de color vermell intens, 
així com el punt de coordenades ),( Kτ  del pla tau-K, les seves respostes i els diagrames de 
Bode associats. Tant en aquest cas com en el cas en què s’estiguin movent els pols sobre 
l’eix real, a la barra inferior que apareix per pantalla, es visualitzen els valors de la constant 
de temps, de la constant del sistema K i la coordenada real del pol. 
Figura Selecció paràmetres 
Manipulació de les constants associades als sliders: 
 Slider constant K: ]5,5[−∈K  
 Slider constant tau: ]20;10[−∈τ  
Mentre es varia la posició de l’slider de qualsevol dels 2 sliders, a la barra inferior que apareix 
per pantalla, es pot visualitzar el seu valor instantani. Col·locant-se damunt de qualsevol 
d’ells també apareix el seu valor actual. 
Figura Pla tau-K 
En aquesta figura, l’usuari pot modificar els valors de τ  i K  del sistema seleccionat. 
Si es vol modificar un del dos paràmetres, deixant l’altre fixat, només cal que es col·loqui 
damunt els punts marcats en forma de cercles de color vermell (ubicats sobre els eixos de 
referència del pla). Si el que es pretén és variar lliurement els dos paràmetres alhora, només 
cal col·locar-se damunt del punt marcat en forma de triangle de color vermell (amb les seves 
coordenades visualitzades a la figura). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura l’usuari pot modificar el valor de la constant de temps τ , així com 
el valor de la sortida quan ha assolit el 63% del valor final )(*632,0)( ∞→== tyty τ . Pel 
primer propòsit, només caldrà variar l’angle de la recta que indica el pendent de la sortida del 
sistema en el moment de l’arrencada, col·locant-se damunt el cercle de color vermell que 
apareix a l’extrem de la recta. 
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Si el que es vol és modificar el valor de la sortida en l’instant en què τ=t , cal col·locar-se 
damunt el cercle de color negre que surt dibuixat damunt la sortida i moure’l lliurement. 
D’altra banda, quan s’està damunt d’alguna resposta amb el cursor, apareixen les següents 
característiques referent a la resposta a la barra inferior que apareix per pantalla: 
 
 Constant de temps(τ ) 
 Constant de proporcionalitat del sistema ( K ) 
 Coordenada real del pol del sistema 
Figura Resposta impulsional 
 Quan s’està damunt d’alguna resposta amb el cursor, apareix la coordenada real del 
pol del sistema associat a la resposta. 
Figura Bode Guany 
 Quan s’està damunt de qualsevol de les línies verticals de referència de cada 
diagrama, apareix la seva freqüència associada a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Cal notar que aquesta freqüència es correspon amb la coordenada real del pol del sistema 
associat en valor absolut. 
Figura Bode Fase [rad] 
En aquesta figura apareix a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor de la 
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Fitxa 2: Influència dels zeros en sistemes de primer ordre en el domini temporal 
1) Breu explicació teòrica1:  
 A la pràctica, el bon disseny d’un sistema de control no depèn única i exclusivament 
de com es col·loquin les arrels de la seva equació característica (pols en llaç tancat).  
En realitat, tot i que les arrels de l’equació característica afecten a la resposta transitòria dels 
sistemes lineals i invariants en el temps, particularment a l’estabilitat, els zeros de la seva 
funció de transferència, si existeixen, són també importants en el seu estudi. 
L’efecte d’afegir pols i zeros a les funcions de transferència de la cadena directa (de llaç 
obert) i de llaç tancat, té diversos efectes en la resposta transitòria dels sistemes en llaç 
tancat. 
En aquest aplicatiu es mostren 3 sistemes de primer ordre. El primer d’ells ( )(1 sG ) és el 
format únicament per un pol real ( p , que comparteixen també els dos altres sistemes 
( )(2 sG  i )(3 sG )). Aquests dos sistemes es complementen amb dos zeros reals, un per a 
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Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat el pol (creueta de color vermell) i els zeros dels 
diferents sistemes de temps continu de primer ordre (cercles de color blau i magenta). El 
semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Sistemes 
 En aquesta figura apareixen les expressions interactives dels 3 sistemes d’estudi (el 
sistema format únicament pel pol real i els dos formats pel mateix pol i un zero real addicional 
en cada cas). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
A més, també s’ha afegit la recta amb el pendent que té la sortida del sistema (format 
únicament pel pol) davant l’entrada graó en el moment de l’arrencada –proporcional a 
l’inversa de τ – (recta de color vermell). A l’extrem d’aquesta recta s’hi ha dibuixat un cercle 
(de color vermell) de referència del valor de la constant de temps τ . Per aquest mateix 
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sistema, s’ha marcat (amb línies discóntínues de color verd) el punt de la resposta 
corresponent amb la constant de temps τ  del sistema manipulat i el 63% del seu valor en 
règim estacionari (igual a la unitat). 
Per últim, i pels dos sistemes de grau relatiu nul (formats amb un zero real), s’han dibuixat 
dos cercles (de color blau pel sistema format amb el zero1 i de color magenta pel sistema 
format amb el zero2) damunt les seves respectives respostes en l’instant inicial de temps.  
El valor inicial de la resposta d’aquest tipus de sistemes va directament lligat al valor dels 
zeros. 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals de Bode. En el cas d’haver 
seleccionat l’opció de visualitzar els diagrames asimptòtics (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), 
apareixen aquests diagrames (línies discontínues) per cada un dels diferents sistemes de 
primer ordre.  
En el cas de visualitzar els diagrames asimptòtics, s’han afegit uns cercles (pels zeros) i una 
creu (pel pol) damunt els diagrames asimptòtics (utilitzant el mateix codi de colors) de Bode 
que permetran modificar la resposta freqüencial dels sistemes (veure apartat 3) d’aquesta 
fitxa). 
Figura Bode Fase [rad] 
La descripció dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la figura dels 
diagrames de guany. En aquest cas, els cercles i la creu de referència de les freqüències 
dels sistemes apareixen dibuixats damunt l’eix freqüencial. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant els diversos elements 
manipulables que apareixen en les diferents figures amb l’opció Manipulate (icona amb 
forma de dit del submenú que apareix en pantalla). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es dóna la possibilitat de 
poder visualitzar la resposta freqüencial dels sistemes de primer ordre –diagrames reals i 
asimptòtics de Bode-. 
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 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar les figures corresponents als 
diagrames reals de Bode. 
 Dibuixar diagrames asimptòtics Bode: permet visualitzar els diagrames 
asimptòtics i els indicadors (cercles i creu) que permeten modificar la resposta 
freqüencial dels sistemes. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Pol real dels sistemes de primer ordre (creu de color vermell). 
 Zeros reals dels sistemes de primer ordre (cercles de color blau i magenta). 
Quan s’està al damunt de qualsevol element, apareix la seva coordenada real a la barra 
inferior que apareix per pantalla. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura l’usuari pot modificar el valor de la constant de temps τ  del 
sistema format únicament pel pol. Només caldrà variar l’angle de la recta que indica el 
pendent de la sortida del sistema en el moment de l’arrencada, col·locant-se damunt el cercle 
de color vermell que apareix a l’extrem d’aquesta, o bé, col·locar-se damunt el cercle (de 
color verd) que apareix damunt l’eix temporal. 
Si el que es vol és modificar el valor de les coordenades reals d’algun dels zeros dels 
sistemes de grau relatiu nul, cal col·locar-se damunt els cercles ubicats en l’instant inicial de 
les respostes d’aquests sistemes. 
Quan s’està damunt de qualsevol cercle d’aquesta figura, poden visualitzar-se els valors que 
s’han mencionat a la barra inferior que apareix per pantalla. D’aquesta manera: 
 
 Cercle de color vermell: indica el valor de la constant de temps τ  i el valor del 
pendent de la sortida en el moment de l’arrencada. 
 Cercle de color verd: indica el valor de la constant de temps τ  i la 
coordenada real del pol 
Aplicacions interactives per a la docència de teoria de sistemes lineals Pàg. 25 
 
 Cercle de color blau: valor inicial de la resposta indicial del sistema format pel 
pol i el zero1 i coordenades reals del pol i el zero. 
 Cercle de color magenta: anàleg pel zero2. 
Figures Bode Guany/Bode Fase [rad] 
 Creu de color vermell: permet modificar la freqüència associada al pol. 
 Cercle de color blau: permet modificar la freqüència associada al zero1. 
 Cercle de color magenta: permet modificar la freqüència associada al zero2. 
En tots els casos, quan s’està damunt d’algun d’aquests indicadors, apareix a la barra inferior 
que apareix per pantalla, el valor corresponent a la seva freqüència, així com el valor de la 
seva coordenada real en el pla s. 
  
Fitxa 3: Suma de sistemes de primer ordre 
1) Breu explicació teòrica:  
En aquest aplicatiu es parteix de dos sistemes de primer ordre, el primer de grau relatiu 
nul (amb el zero col·locat a l’origen), i el segon format únicament pel pol ( p ) de temps 
continu (grau relatiu igual a 1) compartit pels 3 sistemes d’estudi. 
 












































Figura Pla s 
En aquesta figura s’ha mapejat el pol comú a tots els sistemes d’estudi (creueta de 
color verd) i el zero del sistema suma de temps continu (cercle de color magenta). El semiplà 
esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció paràmetres 
 En aquesta figura apareixen les expressions interactives dels 3 sistemes d’estudi (els 
sistemes sistema 1 (G1(s)), de grau relatiu 0, i el sistema 2 (G2(s)), de grau relatiu 1, ambdós 
formats amb el pol real, i el sistema suma (G3(s)= G1(s)+ G2(s)). 
L’slider que apareix es correspon amb el coeficient 1a  del numerador de la funció de 










Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
A més, també s’ha afegit la recta amb el pendent que té la sortida del sistema (format 
únicament pel pol) davant l’entrada graó en el moment de l’arrencada –proporcional a 
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l’inversa de τ – (recta de color blau). A l’extrem d’aquesta recta s’hi ha dibuixat un cercle (del 
mateix color) de referència del valor de la constant de temps τ . Per aquest mateix sistema, 
s’ha marcat (amb línies discóntínues de color verd) el punt de la resposta corresponent amb 
la constant de temps τ  del sistema manipulat i el 63% del seu valor en règim estacionari 
(igual a la unitat). 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals de Bode. En el cas d’haver 
seleccionat l’opció de visualitzar els diagrames asimptòtics (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), 
apareixen aquests diagrames (línies discontínues) per cada un dels diferents sistemes de 
primer ordre.  
En el cas de visualitzar els diagrames asimptòtics, s’ha afegit una creu (de color verd) 
indicadora de la freqüència associada al pol i un cercle (de color magenta) indicadora de la 
freqüència associada al zero del sistema suma. Ambdós elements es pinten damunt l’eix 
horitzontal de freqüències (en escala logarítmica). 
Figura Bode Fase [rad] 
La descripció dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la figura dels 
diagrames de guany.  
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el pol comú als 3 sistemes 
d’estudi i el zero associat al sistema suma amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit 
del submenú que apareix en pantalla). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es dóna la possibilitat de 
poder visualitzar la resposta freqüencial dels sistemes de primer ordre –diagrames reals i 
asimptòtics de Bode-. 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar les figures corresponents als 
diagrames reals de Bode. 
Pàg. 28  Annexos 
 
 Dibuixar diagrames asimptòtics: permet visualitzar els diagrames asimptòtics 
de Bode i els elements indicadors de les freqüències del pol i del zero del 
sistema suma. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Pol real dels sistemes de primer ordre (creu de color verd). 
 Zero real del sistema suma (cercle de color magenta). 
Quan s’està al damunt del pol o bé damunt del zero, apareix la seva coordenada real a la 
barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura l’usuari pot modificar el valor de la constant de temps τ  del 
sistema format únicament pel pol. Només caldrà variar l’angle de la recta que indica el 
pendent de la sortida del sistema en el moment de l’arrencada, col·locant-se damunt el cercle 
de color blau que apareix a l’extrem d’aquesta, o bé, col·locar-se damunt el cercle (de color 
verd) que apareix damunt l’eix temporal. 
Quan s’està damunt de qualsevol dels dos cercles d’aquesta figura, poden visualitzar-se els 
següents valors a la barra inferior que apareix per pantalla: 
 
 Cercle de color verd: valor de la constant de temps τ . 
 Cercle de color blau: valor de la constant de temps τ  i el pendent de la recta 
d’arrencada del sistema2 (format únicament pel pol). 
Figura Selecció paràmetres 
 Slider del coeficient del numerador de la funció de transferència del      
sistema suma: [ ]10;101 −∈a . 
Figures Bode Guany/Bode Fase [rad] 
 Creu de color verd: permet modificar la freqüència associada al pol. 
 Cercle de color magenta: permet modificar la freqüència associada al zero del 
sistema suma. 
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En tots els casos, quan s’està damunt d’algun d’aquests elements, apareix a la barra inferior 
que apareix per pantalla, el valor corresponent a la seva freqüència. 
  
Fitxa 4: Resposta temporal de sistemes de segon ordre  
1) Breu explicació teòrica1:  
Resposta transitòria d’un sistema prototip de segon ordre 
L’anàlisi dels sistemes de segon ordre sovint ajuda a donar una base per l’anàlisi i 
disseny de sistemes d’ordre major, especialment amb aquells que poden aproximar-se 
mitjançant sistemes de segon ordre. Considerem un sistema de control de segon ordre amb 
realimentació unitària de la forma: 
 




sG = , on ξ  i nω  són constants 
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Per a una entrada graó unitari 
s
sR 1)( = , la resposta de sortida del sistema ( )(tc ) s’obté 










= . Els efectes dels paràmetres ξ  (coeficient d’amortiment) i nω  
(pulsació natural) del sistema davant una entrada graó, es refereixen a les arrels de l’equació 
característica del sistema (pols del sistema en llaç tancat). 
Les dues arrels poden expressar-se com: pnn jjss ωσξωωξ ·1···, 221 ±=−±−= , on σ  
controla l’amortiment del sistema, amb el que es coneix com a factor d’amortiment o constant 
d’amortiment. 
En referència al graó unitari, les característiques que defineixen els sistemes de control lineal 
















1) Sobrepuig màxim: 
Sobrepuig màxim absolut = )1/·exp()()( 2max ξξpi −−=∞→−=− tctccc pss  






2) Temps de pic: temps en què max)( ctc = , ppt ωpi /=  
3) Temps d’assentament o d’establiment: temps necessari perquè la resposta al graó 
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Figura Pols de temps continu (pla s) 
En aquesta figura s’han mapejat els pols de temps continu dels sistemes de segon 
ordre sobre el pla s. El semipla esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha 
pintat de color groc.  
Apareixen també un parell de botons en forma de triangle a la part inferior dreta de la figura, 
que permeten a l’usuari afegir (fins a un màxim de 12 parelles de pols) o bé disminuir el 
número de parelles de pols. En el cas en què es visualitzin un total de 12 sistemes 
apareixerà un missatge a la part inferior esquerra de la figura amb el missatge següent: ‘No 
es poden introduir més pols’. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de segon ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
Figura Resposta impulsional 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de segon ordre davant 
una entrada impulsional. 
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Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’ha dibuixat el diagrama de Bode de guanys dels diferents sistemes 
de segon ordre.  
Figura Bode Fase [rad] 
En aquesta figura s’ha dibuixat el diagrama de Bode de fases dels diferents sistemes de 
segon ordre.  
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), així com 
visualitzar un nombre variable de sistemes de segon ordre a la vegada (Afegir/treure pols).  
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte amb unes característiques donades. D’aquesta manera, l’estudiant 
parteix d’una bateria d’exemples on: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemples I: pols amb pulsació natural ( nω ) constant. 
 Exemples II: pols amb coeficient d’amortiment (ξ ) constant. 
 Exemples III: pols amb pulsació pròpia ( pω ) constant. 
 Exemples IV: pols amb amortiment (σ ) constant. 
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar addicionalment les figures de 
les respostes freqüencials i la resposta impulsional dels diferents sistemes. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
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Figura Pols de temps continu (pla s) 
 Pols dels sistemes de segon ordre (creuetes de diferents colors) 
 Botons que permeten afegir i treure sistemes (triangle de color verd i vermell, 
respectivament). 
Quan s’està al damunt d’una parella de pols determinada amb el cursor, aquests es pinten 
de color vermell intens, així com les seves respostes i els diagrames de Bode associats. Tant 
en aquest cas com en el cas en què s’estiguin manipulant els pols, a la barra inferior que 
apareix per pantalla, es visualitzen la pulsació natural i el coeficient d’amortiment associats 
als pols. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
Quan s’està damunt d’alguna resposta amb el cursor, apareixen les següents 
característiques referents a la resposta a la barra inferior que apareix per pantalla: 
 
 Pulsació natural ( nω ) 
 Coeficient d’amortiment (ξ ) 
 Sobrepuig percentual ( SP% ) 
 Temps de pic ( pt ) 
 Temps d’establiment ( st ) 
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Figures Bode Guany/Bode Fase [rad] 
En aquestes dues figures apareix a la barra inferior que apareix per pantalla, la 
pulsació natural i el coeficient d’amortiment associats als pols dels diferents diagrames. 
 
Fitxa 5: Influència dels zeros en sistemes de segon ordre en el domini temporal 
1) Breu explicació teòrica1:  
 A la pràctica, el bon disseny d’un sistema de control no depèn única i exclusivament 
de com es col·loquin les arrels de la seva equació característica (pols en llaç tancat).  
En realitat, tot i que les arrels de l’equació característica afecten a la resposta transitòria dels 
sistemes lineals i invariants en el temps, particularment a l’estabilitat, els zeros de la seva 
funció de transferència, si existeixen, són també importants en el seu estudi. 
L’efecte d’afegir pols i zeros a les funcions de transferència de la cadena directa (de llaç 
obert) i de llaç tancat, té diversos efectes en la resposta transitòria dels sistemes en llaç 
tancat. 
En aquest aplicatiu es mostren 5 sistemes de segon ordre. El primer d’ells ( )(sG ) és el 
format únicament per una parella de pols ( 1p  i 2p , que comparteixen també la resta de 
sistemes ( )(1 sG  i )(2 sG )). Aquests dos sistemes es complementen, o bé, amb dos zeros 
reals ( 1z  i 2z , respectivament), en el cas en què el grau relatiu sigui igual a 1, o bé, es 
complementen amb una parella de zeros en el cas en què el grau relatiu sigui nul (( 1211 , zz ) i 
( 2221 , zz ), respectivament). D’aquesta manera, es té: 
 




 Benjamin C. Kuo. Sistemas de control automático, 7ª Edición. Prentice Hall Hispanoamericana, S.A. 
(Capítol 7). 



















































































































                      (grau relatiu = 0) 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat la parella de pols (creuetes de color vermell) i els 
zeros (cercles de color blau i magenta, per a cada sistema) dels diferents sistemes de temps 
continu de segon ordre. El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha 
pintat de color groc.  
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Figura Sistemes 
 En aquesta figura apareixen els botons que permeten escollir el grau relatiu i les 
expressions interactives dels sistemes d’estudi (sistema format únicament per la parella de 
pols, sistemes formats amb un zero addicional i sistemes formats per una parella de zeros 
addicional). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de segon ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals de Bode. En el cas d’haver 
seleccionat l’opció de visualitzar els diagrames asimptòtics (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), 
apareixen aquests diagrames (línies discontínues) per cada un dels diferents sistemes de 
segon ordre.  
Figura Bode Fase [rad] 
La descripció dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la figura dels 
diagrames de guany.  
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols i dels zeros 
de temps continu amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix 
en pantalla), així com variant l’ordre relatiu dels sistemes d’estudi. 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es dóna la possibilitat de 
poder visualitzar la resposta freqüencial dels sistemes de primer ordre –diagrames reals i 
asimptòtics de Bode-. 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar les figures corresponents als 
diagrames reals de Bode. 
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 Dibuixar diagrames asimptòtics: permet visualitzar els diagrames asimptòtics 
de Bode. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Parella de pols dels sistemes de segon ordre (creus de color vermell). 
 Zeros dels sistemes de segon ordre (cercles de color blau i magenta, per a cada 
sistema format per algun zero). 
Quan s’està al damunt de qualsevol pol(s) o de qualsevol zero(s), apareixen les seves 
coordenades la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Sistemes 
Botons d’elecció del grau relatiu dels sistemes d’estudi: 
 
 Grau relatiu = 0: els sistemes d’estudi són el sistema format únicament per la parella 
de pols i els sistemes formats per la parella de zeros (zeros1 i zeros2). 
 Grau relatiu = 1: els sistemes d’estudi són el sistema format únicament per la parella 
de pols i els sistemes formats per un zero (zero1 i zero2). 
 Grau relatiu = 2: l’únic sistema d’estudi és el format per la parella de pols. 
 
 
Fitxa 6: Suma de sistemes de segon ordre 
1) Breu explicació teòrica:  
En aquest aplicatiu es parteix de tres sistemes de segon ordre, el primer de grau relatiu 
nul (amb la parella de zeros col·locats a l’origen), el segon de grau relatiu igual a 1 (zero 
també col·locat a l’origen) i el tercer, de grau relatiu igual a 2, format únicament per la parella 
de pols ( 221 1···, ξωωξ −±−= nn jpp ) de temps continu  compartits pels 4 sistemes 
d’estudi. 
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Figura Pla s 
En aquesta figura s’ha mapejat la parell de pols comuna a tots els sistemes d’estudi 
(creuetes de color gris) i els zeros del sistema suma de temps continu (cercles de color verd). 
El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció paràmetres 
 En aquesta figura apareixen les expressions interactives dels 4 sistemes d’estudi (els 
sistemes sistema 1 (G1(s)), de grau relatiu 2, el sistema 2 (G2(s)), de grau relatiu 1 i el 
sistema 3 (G3(s)), de grau relatiu 2, tots tres formats amb la parella de pols, i el sistema 
suma (G4(s)= G1(s)+G2(s)+G3(s)). 
Aplicacions interactives per a la docència de teoria de sistemes lineals Pàg. 39 
 
Els dos sliders que apareixen es corresponen amb el coeficient 2a  i  1a  del numerador de la 












Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals de Bode. En el cas d’haver 
seleccionat l’opció de visualitzar els diagrames asimptòtics (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), 
apareixen aquests diagrames (línies discontínues) per cada un dels diferents sistemes de 
primer ordre.  
En el cas de visualitzar els diagrames asimptòtics, s’han afegit dues creus (de color gris) 
indicadores de les freqüències associades a la parella de pols i dos cercles (de color verd) 
indicadors de les freqüències associades als zeros del sistema suma. Aquests elements es 
pinten damunt l’eix horitzontal de freqüències (en escala logarítmica). 
Figura Bode Fase [rad] 
La descripció dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la figura dels 
diagrames de guany.  
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la parella de pols comuna als 4 
sistemes d’estudi i els zeros associats al sistema suma amb l’opció Manipulate (icona amb 
forma de dit del submenú que apareix en pantalla). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es dóna la possibilitat de 
poder visualitzar la resposta freqüencial dels sistemes de primer ordre –diagrames reals i 
asimptòtics de Bode-. 
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 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar les figures corresponents als 
diagrames reals de Bode. 
 Dibuixar diagrames asimptòtics: permet visualitzar els diagrames asimptòtics 
de Bode i els elements indicadors de les freqüències de la parella de pols i de 
zeros del sistema suma. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Pols dels sistemes de segon ordre (creus de color gris). 
 Zeros del sistema suma (cercles de color verd). 
Quan s’està al damunt dels pols o bé damunt dels zeros, apareixen les seves coordenades a 
la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Selecció paràmetres 
 Sliders dels coeficients 2a  i 1a  del numerador de la funció de transferència del 
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Fitxa 8: Efecte de la dominància dels pols dels sistemes en el domini temporal 
1) Breu explicació teòrica1:  
 La majoria dels sistemes de control que es troben a la pràctica són d’ordres elevats. 
A l’hora de poder estudiar aquest tipus de sistemes, quant major n’és l’ordre, més complicat 
resulta el seu estudi. És per això que resulta útil poder establir alguna aproximació d’aquest 
tipus de sistemes a sistemes d’ordre menor, sempre i quan aquesta aproximació sigui fidel a 
la resposta transitòria. 
La localització dels pols en el pla s d’un sistema de temps continu afecta fonamentalment la 
resposta transitòria del sistema. Per a finalitats d’anàlisi i de disseny, i tenint en compte el 
compromís mencionat anteriorment, serà important doncs poder classificar els pols que 
tenen un efecte dominant a la resposta transitòria. 
Aquests pols s’anomenen pols dominants del sistema. 
S’ha reconegut que a la pràctica i en base a l’experiència, si el valor absolut de la part real 
d’un pol és almenys entre 5 i 10 cops més gran que el pol dominant, el pol pot considerar-se 
com a pol “insignificant” en quant a la resposta transitòria es refereix. 
Dit d’un altra manera, aquest pol insignificant podrà ser no tingut en compte a l’hora 
d’estudiar el sistema, ja que el seu efecte a la resposta transitòria pot considerar-se poc 
significatiu. 












Figura Pols de temps continu (pla s) 
En aquesta figura s’han mapejat els pols dominants (creuetes de color vermell) i els 
considerats com a pols insignificants (creuetes de color verd) de temps continu. 
La línia vertical de color blau marca la relació de dominància (si aquesta, per exemple val 10, 
la línia es situa a una distància 10 cop més cap a l’esquerra del pol més dominant). El 
semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció paràmetres 
 Apareixen en aquesta figura fins a un total de 6 botons que permeten variar l’ordre 
del sistema global (ordre global = nº de pols dominants + nº de pols considerats com a 
insignificants). A més, també es pot variar el que s’ha anomenat com a relació de 
dominància. 
 Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’han dibuixat dues respostes davant un senyal d’entrada (graó 
unitari). La resposta de color vermell es correspon amb el senyal de sortida d’un sistema 
format únicament pels pols significatius, mentre que el senyal de color verd es correspon 
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amb el senyal de sortida del sistema format per tots els pols que apareixen mapejats en el 
pla s (igual a l’ordre del sistema). 
El senyal de referència (de color blau cel) apareix pintat de color blau cel. 
Figura Resposta impulsional 
L’explicació d’aquesta figura és anàloga a la descrita en la figura anterior. 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de 
guanys de Bode dels diferents sistemes. El codi de colors emprat és el mateix que s’utilitza 
en les dues respostes temporals. 
Figura Bode Fase [rad] 
L’explicació d’aquesta figura és anàloga a la descrita en la figura anterior. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla). Es poden també 
afegir o treure pols modificant l’ordre del sistema, així com variar la relació de dominància. 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte que intenten mostrar l’efecte de la dominància dels pols de temps 
continu.  
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemple I: sistema d’ordre 3. 
 Exemple II: sistema d’ordre 4. 
 Exemple III: sistema d’ordre 5. 
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar addicionalment les figures de 
les respostes freqüencials (diagrames de Bode). 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
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Figura Pols de temps continu (pla s) 
 Pols dominants (creuetes de color vermell) 
 Pols “insignificants” (creuetes de color verd) 
 Barra vertical de referència de la relació de dominància (línia contínua de color blau) 
Quan s’està al damunt de la parella de pols significatius apareixen les seves coordenades a 
la barra inferior que apareix per pantalla. Si s’està damunt de qualsevol pol “insignificant”, 
apareix el valor de la seva part real. 
Per altra banda, tant si es manipula la recta vertical com si ens col·loquem damunt d’ella, 
també apareix el valor de la relació de dominància. 
Figura Selecció paràmetres 
 Botons que permeten seleccionar l’ordre global del sistema 
 Slider relació dominància; relació [ ]15;2∈  (nombres enters) 
 
Fitxa 9: Efecte d’un element de retard en el domini temporal 
1) Breu explicació teòrica1:  
 La majoria de sistemes de control de processos tenen funcions de transferència que 
són el quocient de dos polinomis. A la pràctica, es poden trobar retards purs o temps morts 
en gran varietat de tipus de sistemes, especialment en sistemes amb transmissions 
hidràuliques, pneumàtiques o mecàniques.  
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Els sistemes amb control per computador també tenen retards, ja que els ordinadors 
necessiten d’un cert temps per a poder realitzar operacions numèriques. En aquest tipus de 
sistemes, la sortida no comença a respondre a l’entrada fins a un cert període de temps 
transcorregut.  
L’entrada )(tx  i la sortida )(ty  d’un element de retard es relaciona mitjançant l’expressió: 





−= , on 0t  és 
el temps de retard. 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat els pols en forma de creu de color vermell (i el zero 
en forma de cercle de color verd, en l’exemple que apareix per defecte) de temps continu. El 
semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció retard 
Apareixen un slider que permet modificar el valor del retard pur ( 0t ). 
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Figura Resposta impulsional 
En aquesta figura s’han dibuixat les sortides dels dos sistemes (sense retard –senyal 
de color blau i amb retard de 0t  segons –senyal de color vermell-) davant una entrada 
impulsional.  
S’ha afegit una línia damunt l’eix temporal (de color magenta) que sombreja el retard pur 
entre sortides. En el seu extrem hi ha dibuixat un cercle del mateix color, que ens permet 
modificar el valor del retard pur. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 D’igual manera que en el cas de la figura anterior, en aquesta s’han dibuixat les dues 
respostes dels sistemes amb i sense retard. En aquest cas, hi ha dibuixat també el senyal de 
referència (graó unitari) de color blau cel. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols i del zero 
(en el cas de l’exemple per defecte) amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del 
submenú que apareix en pantalla), així com modificar el valor del retard pur (ja sigui variant la 
coordenada de l’slider, o bé col·locant-se damunt del cercle de color magenta de les 
respostes impulsionals i indicials dels sistemes). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat alguns exemples: 
 
 Exemple sistema de primer ordre: G(s)=1/(3·s+1) 
 Exemple sistema de segon ordre: G(s)=1/(s^2+s+1) 
 Reset (Exemple per defecte: G(s)=(s-2)/(s^2+2·s+2)): permet tornar a la 
configuració inicial de les figures que apareixen per pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Pols dels sistemes (creuetes de color vermell) 
 Zero de l’exemple per defecte (cercle de color verd) 
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Tant si manipulem com si ens col·loquem damunt de qualsevol d’aquests elements, apareix 
el valor de les seves coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Selecció retard 
 Slider retard pur: ]20,0[0 ∈t  segons 
 
Figures Resposta impulsional/ Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 Cercle de color magenta damunt l’eix temporal (permet modificar el valor del retard 
pur en el mateix rang de valors que l’slider). 
 
Fitxa 10: Introducció a la representació en espai d’estats dels sistemes de temps 
continu 
1) Breu explicació teòrica1:  
Les n equacions d’estat d’un sistema dinàmic d’ordre n es poden representar com: 




= , on ni ,...,2,1= . 
La i-èssima variable d’estat queda representada per )(txi  i )(tu j  denota la j-èssima entrada 
per pj ,...,2,1= . 
Siguin les variables )(),...,(),( 21 tytyty q  les q  variables de sortida del sistema. En general, 
les variables de sortida són funcions de les variables d’estat i de les variables d’entrada. Així, 
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les q equacions de sortida poden expressar-se com: 
[ ])(),...,(),(),(),...,(),()( 2121 tutututxtxtxgty pnkk = , on qk ,...,2,1= . 
El conjunt de les n equacions d’estat i de les q equacions de sortida formen el que 
s’anomenen les equacions dinàmiques del sistema. 
Amb la finalitat de facilitar-ne la seva manipulació, s’acostuma a representar les equacions 
dinàmiques en forma matricial. Per a tal efecte, es defineixen els vectors d’estat ( )(tx ), 
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Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat els pols (en forma de creu i de color vermell) de 
temps continu en el pla s. El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha 
pintat de color groc.  
Figura Selecció paràmetres 
 Apareixen tres sliders que permeten modificar els valors de les constants que formen 
la matriu B de l’equació de la dinàmica ( )(·)(·)(
·












B  i de l’entrada consttu =)( .  
Figura Pla de fase (entrada nul·la (u=0)) 
 En aquesta figura s’han dibuixat els retrats de fase (variable d’estat )(2 tx  en l’eix 
vertical i )(1 tx  en l’eix horitzontal) del sistema format pels pols de temps continu. Cada una 
de les trajectòries que apareixen es corresponen amb unes condicions inicials de les 
variables d’estat diferents. Cada un d’aquests punts d’inici de les trajectòries ))0(),0(( 21 xx  
s’ha pintat en forma de cercle (d’igual color que les seves corresponents trajectòries). 






























(entrada nul·la, 0)( =tu ). 
Figura Pla de fase (entrada no nul·la (u~=0)) 
 D’igual manera que en el cas de la figura anterior, en aquesta s’han dibuixat els 
retrats de fase del sistema format pels pols de temps continu, però en aquest cas el valor de 
l’entrada és no nul ( 0)( ≠tu ). D’aquesta manera, els retrats de fase dibuixats es 
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Figura Respostes temporals (entrada nul·la (u=0)) 
 Dibuix de les evolucions temporals de les variables d’estat ))(),(( 21 txtx  per a 
cadascuna de les parelles de condicions inicials. La corresponent evolució temporal de la 
primera variable d’estat ( )(1 tx ) es pinta de color més intens, mentre que la corresponent a la 
segona variable d’estat ( )(2 tx ) es pinta del mateix color però més refinat [veure llegenda a la 
part superior dreta de la figura]. 
A més, també s’han afegit els punts inicials de cada un dels senyals (cercles damunt l’eix 
vertical del mateix color i intensitat que els seus senyals associats), que permeten modificar 
les condicions inicials de les variables d’estat. 






























 (entrada nul·la, 0)( =tu ). 
Figura Respostes temporals (entrada no nul·la (u~=0)) 
 D’igual manera que en el cas de la figura anterior, en aquesta s’han dibuixat les 
evolucions temporals de les variables d’estat ))(),(( 21 txtx , però en aquest cas el valor de 
l’entrada és no nul ( 0)( ≠tu ). D’aquesta manera, les evolucions temporals de les variables 










































L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols de temps 
continu amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en 
pantalla), així com modificar el valor de les condicions inicials de les variables d’estat 
(manipulant els cercles que apareixen en les diferents figures). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es faciliten alguns exemples 
que mostren diferents disposicions dels pols de temps continu dels sistemes de segon ordre: 
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 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla (pols complexes amb part real negativa, i valors de les constant dels 
sliders 121 === ubb ). 
 Pols complexes (Re<0) [focus estable]: parella de pols complexes conjugats 
amb part real negativa. El punt d’equilibri del sistema es correspon amb un 
focus estable (sistema estable). 
 Pols complexes (Re>0) [focus inestable]: parella de pols complexes conjugats 
amb part real positiva. El punt d’equilibri del sistema es correspon amb un 
focus inestable (sistema inestable). 
 Pols complexes (Re=0) [centre]: parella de pols complexes conjugats ubicats 
sobre l’eix imaginari. El punt d’equilibri del sistema es correspon amb un 
centre (sistema marginalment estable). 
 Pols reals (Re<0) [node estable]: parella de pols reals negatius. El punt 
d’equilibri del sistema es correspon amb un node estable (sistema estable). 
 Pols reals (Re>0) [node inestable]: parella de pols reals positius. El punt 
d’equilibri del sistema es correspon amb un node inestable (sistema estable). 
 Pols reals (Re1<0<Re2) [port/punt de sella]: parella de pols reals, l’un estable 
(Re1) i l’altre inestable (Re2). El punt d’equilibri del sistema es correspon amb 
un port o punt de sella (sistema inestable). 
 Pols reals dobles (Re<0): parella de pols reals dobles negatius. El punt 
d’equilibri del sistema es correspon amb un node tangent les trajectòries 
(sistema estable). 
 Respostes Temporals (x1(t),x2(t)): activa les figures on apareixen les 
evolucions temporals de les variables d’estat ))(),(( 21 txtx  
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Parella de pols de temps continu (creuetes de color vermell) 
Tant quan s’està damunt d’algun pol amb el cursor, com si aquest s’està manipulant, 
apareixen les seves coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Selecció paràmetres 
 Slider constants matriu B: ]20,20[, 21 −∈bb   
 Slider entrada del sistema: ]3,3[−∈u   
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Figures Pla de fase (entrada nul·la (u=0))/Pla de fase (entrada no nul·la (u~=0)) 
 Condicions inicials de les variables d’estat ( ))0(),0(( 21 xx ): punts inicials de les 
trajectòries dels retrats de fase (cercles del mateix color que les seves trajectòries 
associades). 
Tant quan s’està damunt d’algun dels cercles indicadors de les condicions inicials amb el 
cursor, com si s’estan manipulant, apareixen les seves coordenades a la barra inferior que 
apareix per pantalla. 
Figures Respostes temporals (entrada nul·la (u=0))/Respostes temporals (entrada no 
nul·la (u~=0)) 
 Condicions inicials de les variables d’estat ( ))0(),0(( 21 xx ): punts inicials de les 
evolucions temporals de les variables d’estat (cercles del mateix color que les seves 
evolucions temporals associades, ubicades damunt l’eix vertical).. 
Tant quan s’està damunt d’algun dels cercles indicadors de les condicions inicials amb el 
cursor, com si s’estan manipulant, apareixen les seves coordenades a la barra inferior que 
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B.2. Resposta freqüencial dels sistemes de temps continu 
Fitxa 1: El concepte de la resposta freqüencial (en estat estacionari) en sistemes de 
temps continu 
1) Breu explicació teòrica1:  
 La resposta (en estat estacionari) d’un sistema LTI a un senyal d’entrada sinusoïdal 
és una sinusoide de la mateixa freqüència però de diferent amplitud i fase,  
Senyal d’entrada: )··sin()( eee tAty φω +=  
Senyal de sortida: )··sin()( sss tAty φω +=  





























Així doncs, la funció de transferència isòcrona ( )·( ωjG ), funció complexa de la freqüència 
ω , queda caracteritzada pel seu guany i l’angle de la seva fase fase, amb la freqüència com 
a paràmetre. Dues de les representacions que més s’empren per a poder-la representar són 
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Diagrama de Nyquist (diagrama polar) 
 El diagrama de Nyquist d’una funció de transferència )·( ωjG ,  és un gràfic del guany 
de )·( ωjG  respecte l’angle de la fase de )·( ωjG  en coordenades polars, variant ω  des de 
0 fins a l’infinit. 
Cada punt d’aquest diagrama representa l’extrem d’un vector de mòdul )·( ωjG  i angle 
))·(arg( ωjG  en un valor determinat de ω . 
Un dels avantatges d’aquest diagrama és que representa, en un mateix gràfic, les 
característiques de la resposta freqüencial d’un sistema en tot el rang de freqüències. Per 
altra banda, un dels desavantatges és que no indica de manera clara la contribució de tots 
els factors individuals de la funció de transferència de llaç obert (cosa que sí ens mostren els 
diagrames de Bode). 
Diagrama de Bode 
 Un diagrama de Bode està format per dues gràfiques, el primer es correspon amb el 
gràfic de l’amplitud ( )·( ωjG ) i el segon amb el de l’angle de la fase ( ))·(arg( ωjG ), en 
general de la funció de transferència de llaç obert, ambdós contra la freqüència ω . 
2) Pantalla: 
 
Aplicacions interactives per a la docència de teoria de sistemes lineals Pàg. 55 
 
Figura Resposta Temporal 
En aquesta figura es mostren els senyals d’entrada i de sortida ( )(tye  i )(tys , 
respectivament). 
 
• Senyal cosinus d’entrada (senyal de color negre). 
• Senyal cosinus de sortida (senyal de color vermell). 
• Barra vertical indicadora del guany (barra de color blau) per un valor 
determinat de freqüència ω . 
• Barra horitzontal indicadora de la fase (barra de color verd) per un valor 
determinat de freqüència ω . 
Figura Diagrama Nyquist 
 En aquesta figura s’ha representat el diagrama de Nyquist del sistema de temps 
continu )·( ωjG . Així es té: 
 
• Diagrama polar del sistema de temps continu (de color magenta). 
• Vector de guany i de fase del sistema de temps continu (barra de color blau) 
per un valor determinat de freqüència ω . 
• Arc indicador de l’angle de la fase (arc de color verd). 
Com a referència, també s’ha afegit la circumferència de radi la unitat (de color blau cel). 
Figura Bode Guany [unitats guany] (escala) 
 Representació del diagrama real de guanys del sistema de temps continu. Tant les 
unitats de l’eix de guanys (eix vertical) com les de l’eix de les freqüències (eix horitzontal) 
poden modificar-se (veure apartat 3) d’aquesta fitxa). 
 
• Corba de guany del sistema de temps continu (corba de color blau) 
• Barra vertical indicadora del guany per un valor determinat de freqüència ω  (barra de 
color blau) 
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Figura Bode Fase [unitats fase] (escala) 
 Representació del diagrama real de fases del sistema de temps continu. Tant les 
unitats de l’eix de fases (eix vertical) com les de l’eix de les freqüències (eix horitzontal) 
poden modificar-se (veure apartat 3) d’aquesta fitxa). 
 
• Corba de fase del sistema de temps continu (corba de color verd) 
• Barra vertical indicadora de l’angle de la fase per un valor determinat de freqüència 
ω  (color verd) 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el guany i la fase amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla).  
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es faciliten les 
següents opcions: 
 
 Reset (G(s) = 0.5/((s+3)·(s+0.7))) : permet tornar a la configuració inicial de 
les figures que apareixen per pantalla. 
 Escala de freqüències logarítmica: permet modificar les unitats de l’eix de 
freqüències dels diagrames de Bode (escala lineal/escala logarítmica). 
 Escala Bode guany [dB]: permet modificar les unitats de l’eix de guanys 
(guany en escala lineal/guany en decibels). 
 Escala Bode fase [graus]: permet modificar les unitats de l’eix de fases (fase 
en radiants/fase en graus). 
 G(s) = (0.2·s+1)/((s+0.3)·(s+1)): exemple per defecte. 
 G(s) = (3·s-1)/((s+0.9)·(s+0.8)·(s+0.7)): exemple per defecte. 
 G(s) = (-3·s^2+s+1)/((s+0.9)·(s+0.8)·(s+0.7)): exemple per defecte. 
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Figura Resposta Temporal 
 Si ens col·loquem amb el cursor damunt de qualsevol de les dues barres indicadores 
del guany i del desfasament entre senyals, apareixen a la barra inferior que apareix per 
pantalla, els valors del guany i del desfasament a la freqüència ω .  
Figura Diagrama Nyquist 
 Cercle col·locat a l’extrem del vector de guany i de fase del sistema de temps continu 
(cercle de color blau). 
La manipulació d’aquest cercle per damunt del diagrama polar permet la modificació dels 
valors del guany i de la fase.  
Tant en el cas en què s’estigui manipulant com si s’hi està al damunt amb el cursor, 
apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, el corresponent valor de la freqüència 
ω  on es troba el cercle i les coordenades d’aquest en el pla complex.  
Figura Bode Guany [unitats guany] (escala) 
 Barra vertical indicadora del guany a una freqüència ω  [rad/s] (barra de color blau) 
Ja sigui manipulant com si ens col·loquem amb el cursor damunt de la barra indicadora 
del guany, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor de ω  on es troba 
ubicada la barra i el del guany pel valor de ω .  
Figura Bode Fase [unitats fase] (escala) 
 Barra vertical indicadora l’angle de la fase a una freqüència ω  [rad/s] (color verd). 
Ja sigui manipulant com si ens col·loquem amb el cursor damunt de la barra indicadora 
de la fase, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor de ω  on es troba 
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Fitxa 2: Resposta freqüencial de sistemes de primer ordre  
1) Breu explicació teòrica1:  












, on la 
constant τ  s’anomena constant de temps del sistema i té dimensions de temps [segons]. 
 
• El guany K 
Un valor del guany K major a la unitat (K>1) té un valor positiu en decibels, mentre 
que un número inferior a la unitat (K<1) té un valor negatiu. La corba de guanys en escala 
logarítmica per a un guany K és una recta horitzontal de magnitud 20·log(K) dB’s. 
L’angle de la corba de fases del guany K es situa a 0º si K>0 mentre que si K<0 la corba es 
desplaça fins els -180º. 
 
• Factors de primer ordre 
La corba de guanys del factor dels sistemes de primer ordre 
1··
1







. Això vol dir que per a freqüències tal que 
τω /1<< , el guany es pot aproximar de la següent manera:  
dB0)1·log(20)·1·log(20 22 =−≅+− τω  
 




 Katsuhiko Ogata.Ingeniería de Control Moderna. Pearson Educación, S.A. (Prentice Hall), 4ª Edición. 
(Capítol 8). 
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Per tant, la corba de guanys per a baixes freqüències és la línia de 0 dB’s constant. D’altra 
banda, i per a altres freqüències, tal que τω /1>> , es té l’expressió aproximada: 
dB)··log(20)·1·log(20 22 τωτω −≅+−  
En particular, a la freqüència de tall τω /1=  el guany és igual a 0 dB’s, i a una freqüència de 
τω /10= , el guany és de -20 dB’s. Per tant, el valor de )··log(20 τω−  disminueix en 20 dB’s 
per a totes les dècades de ω .  
Així, la freqüència de tall divideix el diagrama asimptòtic de guanys en dues regions: 
una corba per a la regió de baixes freqüències i una altra corba per a la regió d’altes 
freqüències. De fet, la funció de transferència 
1··
1
+ωτ j  té la característica d’un filtre passa-
baixos. Per a freqüències per damunt de la freqüència de tall, la corba de guanys disminueix 
ràpidament fins a -∞ . Això és degut essencialment a la presència de la constant de temps 
del sistema. 
D’altra banda, pot calcular-se l’error en la corba de guanys provocat per l’ús del diagrama 
asimptòtic. L’error màxim es comet precisament en la freqüència de tall i és aproximadament 
igual a -3 dB’s: 
dBerror 03,3)2·log(10)1·log(20)11·log(20 −=−=++−=  
L’angle de la fase φ  del factor del sistemes de primer ordre 
1··
1
+ωτ j  és: 
)·(tan 1 τωφ −−=  
A una freqüència nul·la 0=ω , l’angle de la fase és nul ( º0=φ ), mentre que a la freqüència 
de tall, el valor de l’angle és º45)(tan 1 −=−= −
τ
τφ . A l’infinit ∞→ω , l’angle de la fase es 
converteix en -90º. Degut a que l’angle de la fase s’obté mitjançant una funció tangent 
inversa, la corba de fases té un pendent simètric respecte el seu punt d’inflexió a º.45−=φ  
 





Figura Pols de temps continu (pla s) 
En aquesta figura s’han mapejat els pols de temps continu dels sistemes de primer 
ordre sobre el pla s. El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha 
pintat de color groc.  
Apareixen també un parell de botons en forma de triangle a la part inferior dreta de la figura, 
que permeten a l’usuari augmentar (fins a un màxim de 5 pols) o bé disminuir el número de 
pols reals. En el cas en què es visualitzin un total de 5 sistemes apareixerà un missatge a la 
part inferior esquerra de la figura amb el missatge següent: ‘(No es poden introduir més 
pols)’. 
Figura Selecció paràmetres 
 Apareixen en aquesta figura 2 sliders que permeten modificar el valor de les 
constants K  i τ  del sistema de primer ordre que estiguem manipulant. A més, per aquest 
mateix sistema, s’ha representat la seva funció de transferència en forma canònica (es va 
actualitzant a mesura que es varien les constants K  i τ  del sistema). 
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Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de 
guany de Bode dels diferents sistemes de primer ordre. A més, s’han dibuixat unes creuetes 
del mateix color que les seves respostes damunt dels diagrames asimptòtics. Aquestes 
creuetes s’han col·locat, per a cada diagrama asimptòtic, a les freqüències de tall de 
cadascun d’ells i al valor del guany a baixes freqüències (proporcional al valor de la constant 
K dels sistemes). 
Figura Bode Fase [rad] 
D’igual manera que en el cas de la figura anterior, s’han dibuixat el diagrames reals i 
asimptòtics (línies discontínues) de fase de Bode dels diferents sistemes de primer ordre. En 
aquest cas les creuetes s’han dibuixat damunt el mateix eix de freqüències (angle = 0rad). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la resposta dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
A més, també s’ha afegit la recta amb el pendent que té la sortida del sistema en el moment 
de l’arrencada –proporcional a l’inversa de τ – (recta de color vermell amb un cercle a 
l’extrem). 
En aquest cas, les coordenades del punt que es visualitza (cercle de color negre), es 
corresponen amb la constant de temps τ  del sistema manipulat i el 63% del seu valor en 
règim estacionari, respectivament. 
Figura Resposta impulsional 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada impulsional. 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), així com 
visualitzar un nombre variable de sistemes de primer ordre a la vegada (Afegir/treure pols). 
Utilitzant la mateixa opció, es pot també modificar per a un sistema determinat, els valors de 
les constants K  i τ  fent ús dels sliders. 
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte amb unes característiques donades. D’aquesta manera, l’estudiant 
parteix d’una bateria d’exemples on: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemples I: sistemes de primer ordre amb K  constant. 
 Exemples II: sistemes de primer ordre amb τ  constant  
 Resposta Temporal: permet visualitzar addicionalment les figures de les 
respostes impulsional i indicial. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pols de temps continu (pla s) 
 Pols dels sistemes de primer ordre (creuetes de diferents colors). 
 Botons que permeten afegir i treure sistemes (triangle de color verd i vermell, 
respectivament). 
Quan s’està al damunt d’algun pol amb el cursor, aquests es pinten de color vermell intens, 
així com els diagrames de Bode associats i les seves respostes temporals. Tant en aquest 
cas com en el cas en què s’estiguin movent els pols sobre l’eix real, a la barra inferior que 
apareix per pantalla, es visualitzen els valors de la constant de temps, de la constant del 
sistema K i la coordenada real del pol. 
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Figura Selecció paràmetres 
Manipulació de les constants associades als sliders: 
 Slider constant K: ]5,5[−∈K  
 Slider constant tau: ]20;10[−∈τ  
Mentre es varia la posició de l’slider de qualsevol dels 2 sliders, a la barra inferior que apareix 
per pantalla, es pot visualitzar el seu valor instantani. Col·locant-se damunt de qualsevol 
d’ells també apareix el seu valor actual. 
Figura Bode Guany 
 Diagrama de guany de Bode (diagrames pintats de color vermell)  
Col·locant-se damunt de qualsevol punt del diagrama d’un sistema determinat, es pot 
modificar el valor del pol (de la seva constant de temps) i del guany K associat. 
Quan s’està damunt de qualsevol punt dels diagrames apareix la seva freqüència de tall 
associada i el valor del guany en dB’s a la barra inferior que apareix per pantalla.  
Figura Bode Fase [rad] 
L’explicació de la interactivitat d’aquesta figura és anàloga a la anterior. En aquest 
cas, quan ens col·loquem damunt de qualsevol dels diagrames, apareix el valor de la seva 
fase en graus a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura l’usuari pot modificar el valor de la constant de temps τ , així com 
el valor de la sortida quan ha assolit el 63% del valor final )(*632,0)( ∞→== tyty τ . Pel 
primer propòsit, només caldrà variar l’angle de la recta que indica el pendent de la sortida del 
sistema en el moment de l’arrencada, col·locant-se damunt el cercle de color vermell que 
apareix a l’extrem de la recta. 
Si el que es vol és modificar el valor de la sortida en l’instant en què τ=t , cal col·locar-se 
damunt el cercle de color negre que surt dibuixat damunt la sortida i moure’l lliurement. 
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D’altra banda, quan s’està damunt d’alguna resposta amb el cursor, apareixen les següents 
característiques referent a la resposta a la barra inferior que apareix per pantalla: 
 
 Constant de temps(τ ) 
 Constant de proporcionalitat del sistema ( K ) 
 Coordenada real del pol del sistema 
Figura Resposta impulsional 
 Quan s’està damunt d’alguna resposta amb el cursor, apareix la coordenada real del 
pol del sistema associat a la resposta. 
 
Fitxa 3: Influència dels zeros en sistemes de primer ordre en el domini freqüencial 
1) Breu explicació teòrica1:  
 A la pràctica, el bon disseny d’un sistema de control no depèn única i exclusivament 
de com es col·loquin les arrels de la seva equació característica (pols en llaç tancat).  
En realitat, tot i que les arrels de l’equació característica afecten a la resposta transitòria dels 
sistemes lineals i invariants en el temps, particularment a l’estabilitat, els zeros de la seva 
funció de transferència, si existeixen, són també importants en el seu estudi. 
L’efecte d’afegir pols i zeros a les funcions de transferència de la cadena directa (de llaç 
obert) i de llaç tancat, té diversos efectes en la resposta transitòria dels sistemes en llaç 
tancat. 




 Benjamin C. Kuo. Sistemas de control automático, 7ª Edición. Prentice Hall Hispanoamericana, S.A. 
(Capítol 7). 
Katsuhiko Ogata.Ingeniería de Control Moderna. Pearson Educación, S.A. (Prentice Hall), 4ª Edición. 
(Capítol 8). 
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En aquest aplicatiu es mostren 3 sistemes de primer ordre. El primer d’ells ( )(1 sG ) és el 
format únicament per un pol real ( p , que comparteixen també els dos altres sistemes 
( )(2 sG  i )(3 sG )). Aquests dos sistemes es complementen amb dos zeros reals, un per a 


























































Sistemes de fase mínima i de fase no mínima 
 Els sistemes que no tenen ni pols ni zeros en el semiplà dret del pla s s’anomenen 
sistemes de fase mínima, mentre que els que tenen pols i/o zeros en el semiplà dret del pla s 
són sistemes de fase no mínima. 
























··1)·( 21 , 
es pot observar com comparteixen la mateixa característica de guany (els seus diagrames de 
Bode de guany són idèntics), mentre que la característica de la seva fase varia (diagrames 
de Bode de fase diferents). 












= . Si 
s’analitza aquest factor, es pot comprovar que el seu guany és sempre unitari. En canvi, 
l’angle de la seva fase és igual a )·(·tan2 1 zeroτω−−  i varia entre 0º i 180º a mesura que ω  
varia entre 0 i ∞ . 
 
 




Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat el pol (creueta de color vermell) i els zeros dels 
diferents sistemes de temps continu de primer ordre (cercles de color blau i magenta). El 
semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Sistemes 
 En aquesta figura apareixen les expressions interactives dels 3 sistemes d’estudi (el 
sistema format únicament pel pol real i els dos formats pel mateix pol i un zero real addicional 
en cada cas). 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de 
Bode per cada un dels diferents sistemes de primer ordre.  
A més, s’han afegit uns cercles (pels zeros) i una creu (pel pol) damunt els diagrames 
asimptòtics (utilitzant el mateix codi de colors) de Bode que permetran modificar la resposta 
freqüencial dels sistemes (veure apartat 3) d’aquesta fitxa). 
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Figura Bode Fase [rad] 
La descripció dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la figura dels 
diagrames de guany. En aquest cas, els cercles i la creu de referència de les freqüències 
dels sistemes apareixen dibuixats damunt l’eix freqüencial. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de primer ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
A més, també s’ha afegit la recta amb el pendent que té la sortida del sistema (format 
únicament pel pol) davant l’entrada graó en el moment de l’arrencada –proporcional a 
l’inversa de τ – (recta de color vermell). A l’extrem d’aquesta recta s’hi ha dibuixat un cercle 
(de color vermell) de referència del valor de la constant de temps τ . Per aquest mateix 
sistema, s’ha marcat (amb línies discontínues de color verd) el punt de la resposta 
corresponent amb la constant de temps τ  del sistema manipulat i el 63% del seu valor en 
règim estacionari (igual a la unitat). 
Per últim, i pels dos sistemes de grau relatiu nul (formats amb un zero real), s’han dibuixat 
dos cercles (de color blau pel sistema format amb el zero1 i de color magenta pel sistema 
format amb el zero2) damunt les seves respectives respostes en l’instant inicial de temps.  
El valor inicial de la resposta d’aquest tipus de sistemes va directament lligat al valor dels 
zeros. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant els diversos elements 
manipulables que apareixen en les diferents figures amb l’opció Manipulate (icona amb 
forma de dit del submenú que apareix en pantalla). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es dóna la possibilitat de 
poder visualitzar la resposta indicial dels diferents sistemes d’estudi. 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
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 Resposta Temporal: resposta davant una entrada graó unitari dels sistemes 
d’estudi. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Pol real dels sistemes de primer ordre (creu de color vermell). 
 Zeros reals dels sistemes de primer ordre (cercles de color blau i magenta). 
Quan s’està manipulant o bé s’està al damunt de qualsevol element amb el cursor, apareix la 
seva coordenada real a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Bode Guany 
 Creu de color vermell: permet modificar la freqüència associada al pol. 
 Cercle de color blau: permet modificar la freqüència associada al zero1. 
 Cercle de color magenta: permet modificar la freqüència associada al zero2. 
En tots els casos, quan s’està manipulant o bé s’està al damunt d’algun d’aquests indicadors, 
apareix a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor corresponent a la seva 
freqüència, així com el valor de la seva coordenada real en el pla s i el valor del guany en 
decibels. 
Figura Bode Fase [rad] 
 Creu de color vermell: permet modificar la freqüència associada al pol. 
 Cercle de color blau: permet modificar la freqüència associada al zero1. 
 Cercle de color magenta: permet modificar la freqüència associada al zero2. 
En tots els casos, quan s’està manipulant o bé s’està al damunt d’algun d’aquests indicadors, 
apareix a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor corresponent a la seva 
freqüència, així com el valor de la seva coordenada real en el pla s i el valor de la seva fase 
en graus (angle eix freqüencial = 0º). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura l’usuari pot modificar el valor de la constant de temps τ  del 
sistema format únicament pel pol. Només caldrà variar l’angle de la recta que indica el 
pendent de la sortida del sistema en el moment de l’arrencada, col·locant-se damunt el cercle 
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de color vermell que apareix a l’extrem d’aquesta, o bé, col·locar-se damunt el cercle (de 
color verd) que apareix damunt l’eix temporal. 
Si el que es vol és modificar el valor de les coordenades reals d’algun dels zeros dels 
sistemes de grau relatiu nul, cal col·locar-se damunt els cercles ubicats en l’instant inicial de 
les respostes d’aquests sistemes. 
Quan s’està damunt de qualsevol cercle d’aquesta figura, poden visualitzar-se els valors que 
s’han mencionat a la barra inferior que apareix per pantalla. D’aquesta manera: 
 
 Cercle de color vermell: indica el valor de la constant de temps τ  i el valor del 
pendent de la sortida en el moment de l’arrencada. 
 Cercle de color verd: indica el valor de la constant de temps τ  i la 
coordenada real del pol 
 Cercle de color blau: valor inicial de la resposta indicial del sistema format pel 
pol i el zero1 i coordenades reals del pol i el zero. 
 Cercle de color magenta: anàleg pel zero2. 
 
Fitxa 4: Comparació de sistemes de primer ordre 
1) Breu explicació teòrica:  
La missió de l’aplicatiu que es descriu a continuació no és més que la de completar 
les fitxes 1 i 2 d’aquest bloc de resposta freqüencial (Resposta Freqüencial (Sistemes de 1er 
ordre) i Influència zeros (Sistemes de 1er ordre), respectivament) referent a sistemes de 
primer ordre. 
En la primera d’elles, els sistemes d’estudi estaven formats per pols reals independents 
(diferents tots ells) amb el seu corresponent guany canònic. Per altra banda, en la segona els 
sistemes d’estudi compartien pol real, el guany canònic era igual a la unitat per a cadascun 
d’ells i s’estudiava l’efecte d’afegir un zero a la funció de transferència de grau relatiu 1. 
En aquest cas els dos sistemes d’estudi són dos sistemes de primer ordre, un de grau relatiu 
0 (amb presència d’un zero) i l’altre de grau relatiu 1, en els que els guanys canònics es 
poden variar i els pols són independents.  
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D’aquesta manera, per qualsevol dubte de caire teòric, es pot consultar l’apartat ‘Breu 
explicació teòrica’ de les dues primeres fitxes mencionades anteriorment. 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat el pol del sistema de grau relatiu igual a 1 (creu de 
color vermell) i el pol i el zero del sistema de primer ordre de grau relatiu nul (creu i cercle de 
color blau, respectivament). El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) 
s’ha pintat de color groc.  
Figura Sistemes 
En aquesta figura apareixen les expressions interactives dels dos sistemes d’estudi, 
així com els sliders associats als guanys canònics dels sistemes. 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de 
guany de Bode dels diferents sistemes de primer ordre. A més, s’han dibuixat indicadors del 
zero i dels pols en el domini freqüencial (cercle i creuetes, respectivament, damunt dels 
diagrames asimptòtics).  
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Figura Bode Fase [rad] 
D’igual manera que en el cas de la figura anterior, s’han dibuixat el diagrames reals i 
asimptòtics (línies discontínues) de fase de Bode dels diferents sistemes de primer ordre. En 
aquest cas les creuetes s’han dibuixat damunt el mateix eix de freqüències (angle = 0rad). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols i del zero 
amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), així 
com modificar els valors dels guanys canònics fent ús dels sliders. 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’hi troben els següents 
submenús: 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Pols dels sistemes de primer ordre (creuetes de color blau i vermell). 
 Zero del sistema de primer ordre de grau relatiu nul (cercle de color blau). 
Tant en el cas en què s’estiguin movent els pols o el zero sobre l’eix real, com si s’hi està al 
damunt amb el cursor, a la barra inferior que apareix per pantalla, es visualitzen els valors de 
les seves coordenades. 
Figura Sistemes 
Manipulació dels guanys canònics associats als sliders: 
 Slider guany canònic sistema grau relatiu igual a 1:  ]10,10[1 −∈K  
 Slider guany canònic sistema grau relatiu nul: ]10,10[0 −∈K  
Figura Bode Guany 
 Creu de color vermell: permet modificar la freqüència associada al pol1. 
 Creu de color vermell: permet modificar la freqüència associada al pol0. 
 Cercle de color blau: permet modificar la freqüència associada al zero del 
sistema de grau relatiu nul. 
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En tots els casos, quan s’està manipulant o bé s’està al damunt d’algun d’aquests indicadors, 
apareix a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor corresponent a la seva 
freqüència, així com el valor de la seva coordenada real en el pla s i el valor del guany en 
decibels. 
Figura Bode Fase [rad] 
L’explicació de la interactivitat d’aquesta figura és anàloga a la anterior. En aquest 
cas, però els indicadors es troben damunt l’eix de freqüències (eix horitzontal, angle fase = 
0º) 
 
Fitxa 5: Resposta freqüencial de sistemes de segon ordre 
1) Breu explicació teòrica1:  
L’anàlisi dels sistemes de segon ordre sovint ajuda a donar una base per l’anàlisi i 
disseny de sistemes d’ordre major, especialment amb aquells que poden aproximar-se 
mitjançant sistemes de segon ordre. 













La corba de guanys s’obté de la manera següent: 




 Katsuhiko Ogata.Ingeniería de Control Moderna. Pearson Educación, S.A. (Prentice Hall), 4ª Edición. 
(Capítol 8). 
 























Així, per a baixes freqüències tal que  nωω << , el guany resulta dB 0  20·log(1)- = . Per tant, 
l’asímptota de baixes freqüències és una recta horitzontal col·locada a 0 dB’s. D’altra banda, 


















La freqüència nω  del factor quadràtic considerat és la freqüència de tall dels diagrames 
asimptòtics dels sistemes de segon ordre. Les dues asímptotes obtingudes són 
independents del valor del coeficient ξ . 
A prop de la freqüència de tall ( nωω = ), existeix un pic del diagrama real de guanys, 
anomenat pic de ressonància. El coeficient d’amortiment ξ  és l’encarregat de determinar la 
magnitud d’aquest pic. Resulta obvi doncs pensar que, l’error comès a l’hora d’aproximar el 
diagrama real amb el diagrama asimptòtic depèn del valor de ξ . Es pot comprovar que per a 
valor petits del coeficient, aquest error comès és més gran (per a valor petits de ξ , la 
magnitud del pic de ressonància és major). 
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Així doncs, l’angle de la fase és funció de ω  i ξ . Per a valors de freqüència nuls ( 0=ω ), 
l’angle de la fase és també nul ( º0=φ ). A la freqüència de tall ( nωω = ), l’angle de la fase és 













Per últim, si ∞→ω , l’angle de la fase es converteix en -180º. 
De la mateixa manera que passa amb els sistemes de primer ordre, la corba de fases té una 
pendent simètrica respecte el punt d’inflexió ubicat a -90º, degut a que l’angle de la fase es 
calcula a partir de la funció inversa de la tangent. 
 
La freqüència de ressonància rω  i el pic de ressonància rM  












































ω  sigui mínima. Es comprova que el valor mínim de )(ωg  es 
dóna quan 2·21· ξωω −= n . Per tant, la freqüència de ressonància rω  és 
2
·21· ξωω −= nr , per valors 2/20 ≤≤ ξ . A mesura que 0→ξ , la freqüència de 
ressonància tendeix a nr ωω = . Per a valors 2/20 ≤< ξ , la freqüència de ressonància 
rω  és menor que la freqüència pròpia 
21· ξωω −= np . Es pot comprovar com per valors 
2/2>ξ , ja no existeix pic de ressonància. 
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El valor del pic de ressonància es pot trobar evaluant l’expressió del guany a la freqüència de 
ressonància. Així es té que per a valors  2/20 ≤≤ ξ , 
2max 1··2
1)·( ξξω −== jGM r , i 
per valors de 2/2>ξ , 1=rM . 
A mesura que 0→ξ , el valor del pic de ressonància ∞→rM . Això significa que, si el 
sistema no esmorteït és excitat amb una pulsació nω , el guany de )·( ωjG  arriba a l’infinit. 
Per últim, l’angle de la fase de )·( ωjG  evaluat a la freqüència en què apareix el pic de 
ressonància s’obté evaluant l’expressió de l’angle de la fase a la freqüència de ressonància. 


































Figura Pols de temps continu (pla s) 
En aquesta figura s’han mapejat els pols de temps continu dels sistemes de segon 
ordre sobre el pla s. El semipla esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha 
pintat de color groc.  
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Apareixen també un parell de botons en forma de triangle a la part inferior dreta de la figura, 
que permeten a l’usuari afegir (fins a un màxim de 5 parelles de pols) o bé disminuir el 
número de parelles de pols. En el cas en què es visualitzin un total de 5 sistemes apareixerà 
un missatge a la part inferior esquerra de la figura amb el missatge següent: ‘No es poden 
introduir més pols’. 
Figura Característiques sistemes 
  En aquesta figura apareixen les expressions interactives dels següents valors: 
 
• Pulsacions naturals dels dos pols del sistema ( nω , en cas que els pols del 
sistema siguin complexes conjugats, el valor d’aquests dos paràmetres serà 
el mateix) 
• Coeficient d’amortiment del sistema (ξ ) 
I en cas d’existir pic de ressonància: 
 
• Freqüència de ressonància ( rω ) 
• Pic de ressonància ( rM ) 
• Fase a la freqüència de ressonància ( ))·(arg( rjG ω ). 
Si no existeix pic de ressonància, on hauria d’aparèixer el valor d’aquestes tres últimes 
característiques apareix el següent missatge: ‘No hi ha pic de ressonància’. 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals (línies contínues) i asimptòtics 
(línies discontínues del mateix color que els respectius diagrames reals) de Bode de guanys 
dels diferents sistemes de segon ordre. En cas d’existir pic de ressonància pel sistema pintat 
de color vermell intens, es dibuixa addicionalment un cercle (de color gris fosc) ubicat al punt 
( rr M,ω ). Pel mateix sistema, es dibuixen dos triangles de color vermell ubicats sobre l’eix de 
freqüències i col·locats als valors de les freqüències naturals ( nω ) dels pols. 
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Figura Bode Fase [rad] 
Es dibuixen els mateixos elements que els descrits en la figura anterior. En aquest cas 
però, el cercle que apareix en cas d’existir pic de ressonància, es correspon amb el valor de 
la fase evaluada a la freqüència de ressonància ( ))·(arg( rjG ω ). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de segon ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
Figura Resposta impulsional 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de segon ordre davant 
una entrada impulsional. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), així com 
visualitzar un nombre variable de sistemes de segon ordre a la vegada (Afegir/treure pols).  
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte amb unes característiques donades. D’aquesta manera, l’estudiant 
parteix d’una bateria d’exemples on: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemples I: pols amb pulsació natural ( nω ) constant. 
 Exemples II: pols amb coeficient d’amortiment (ξ ) constant. 
 Exemples III: pols amb pulsació pròpia ( pω ) constant. 
 Exemples IV: pols amb amortiment (σ ) constant. 
 Resposta Temporal: permet visualitzar addicionalment les figures de les 
respostes temporals (impulsional i indicial) dels diferents sistemes. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
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Figura Pols de temps continu (pla s) 
 Pols dels sistemes de segon ordre (creuetes de diferents colors) 
 Botons que permeten afegir i treure sistemes (triangle de color verd i vermell, 
respectivament). 
Tant en aquest cas com en el cas en què s’estiguin manipulant els pols, a la barra inferior 
que apareix per pantalla, es visualitzen la pulsació natural i el coeficient d’amortiment 
associats als pols. 
Figura Bode Guany 
 Triangles (de color vermell) ubicats en els punts ( 1,0 ndB ω ) i ( 2,0 ndB ω ) 
 Cercle (de color gris fosc) ubicat en el punt ( rr M,ω ) 
A la barra inferior que apareix per pantalla, apareix el valor de la pulsació natural 
quan ens col·loquem damunt dels triangles i el valor del pic de ressonància en dB’s al 
col·locar-nos damunt del cercle. 
Figura Bode Fase [rad] 
 Triangles (de color vermell) ubicats en els punts ( 1,0 nrad ω ) i ( 2,0 nrad ω ) 
 Cercle (de color gris fosc) ubicat en el punt ( ))·(arg(, rr jG ωω ) 
A la barra inferior que apareix per pantalla, apareix el valor de la pulsació natural 
quan ens col·loquem damunt dels triangles i el valor de ))·(arg( rjG ω  en radiants al 
col·locar-nos damunt del cercle. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
Quan s’està al damunt d’alguna resposta determinada amb el cursor, aquestes es 
pinten de color vermell intens. A més, apareixen les següents característiques referents a la 
resposta a la barra inferior que apareix per pantalla: 
 
 Pulsació natural ( nω ) 
 Coeficient d’amortiment (ξ ) 
 Sobrepuig percentual ( SP% ) 
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 Temps de pic ( pt ) 
 Temps d’establiment ( st ) 
Figura Resposta impulsional 
Quan s’està al damunt d’alguna resposta determinada amb el cursor, aquestes es pinten 
de color vermell intens. 
 
Fitxa 6: Influència dels zeros en sistemes de segon ordre en el domini freqüencial 
1) Breu explicació teòrica1:  
 A la pràctica, el bon disseny d’un sistema de control no depèn única i exclusivament 
de com es col·loquin les arrels de la seva equació característica (pols en llaç tancat).  
En realitat, tot i que les arrels de l’equació característica afecten a la resposta transitòria dels 
sistemes lineals i invariants en el temps, particularment a l’estabilitat, els zeros de la seva 
funció de transferència, si existeixen, són també importants en el seu estudi. 
L’efecte d’afegir pols i zeros a les funcions de transferència de la cadena directa (de llaç 
obert) i de llaç tancat, té diversos efectes en la resposta transitòria dels sistemes en llaç 
tancat. 
En aquest aplicatiu es mostren 5 sistemes de segon ordre. El primer d’ells ( )(sG ) és el 
format únicament per una parella de pols ( 1p  i 2p , que comparteixen també la resta de 
sistemes ( )(1 sG  i )(2 sG )). Aquests dos sistemes es complementen, o bé, amb dos zeros 
reals ( 1z  i 2z , respectivament), en el cas en què el grau relatiu sigui igual a 1, o bé, es 




 Benjamin C. Kuo. Sistemas de control automático, 7ª Edición. Prentice Hall Hispanoamericana, S.A. 
(Capítol 7). 
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complementen amb una parella de zeros en el cas en què el grau relatiu sigui nul (( 1211 , zz ) i 


















































































































                      (grau relatiu = 0) 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat la parella de pols (creuetes de color vermell) i els 
zeros (cercles de color blau i magenta, per a cada sistema) dels diferents sistemes de temps 
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continu de segon ordre. El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha 
pintat de color groc.  
Figura Sistemes 
 En aquesta figura apareixen els botons que permeten escollir el grau relatiu i les 
expressions interactives dels sistemes d’estudi (sistema format únicament per la parella de 
pols, sistemes formats amb un zero addicional i sistemes formats per una parella de zeros 
addicional). 
Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de 
Bode. A més, i damunt de l’eix de freqüències, apareixen els indicadors de les freqüències 
associades a pols i zeros (de la mateixa forma i color com apareixen en la figura on es 
mostra el pla s). 
Figura Bode Fase [rad] 
La descripció dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la figura dels 
diagrames de guany.  
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat la sortida dels diferents sistemes de segon ordre davant 
una entrada graó unitari, així com el senyal d’entrada (senyal de color blau cel). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols i dels zeros 
de temps continu amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix 
en pantalla), així com variant l’ordre relatiu dels sistemes d’estudi. 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es dóna la possibilitat de 
poder visualitzar la resposta dels diferents sistemes d’estudi davant una entrada graó unitari. 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
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 Resposta Temporal: resposta indicial dels sistemes d’estudi. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Parella de pols dels sistemes de segon ordre (creus de color vermell). 
 Zeros dels sistemes de segon ordre (cercles de color blau i magenta, per a cada 
sistema format per algun zero). 
Quan es manipulen o s’està al damunt de qualsevol pol(s) o de qualsevol zero(s), apareixen 
les seves coordenades la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Sistemes 
Botons d’elecció del grau relatiu dels sistemes d’estudi: 
 
 Grau relatiu = 0: els sistemes d’estudi són el sistema format únicament per la parella 
de pols i els sistemes formats per la parella de zeros (zeros1 i zeros2). 
 Grau relatiu = 1: els sistemes d’estudi són el sistema format únicament per la parella 
de pols i els sistemes formats per un zero (zero1 i zero2). 
 Grau relatiu = 2: l’únic sistema d’estudi és el format per la parella de pols. 
Figures Bode Guany/Bode Fase [rad] 
 Creus de color vermell: permet modificar la freqüència associada al pol. 
 Cercle(s) de color blau: permet modificar la freqüència associada al zero(s)1. 
 Cercle(s) de color magenta: permet modificar la freqüència associada al zero(s)2. 
Ja sigui quan s’hi està al damunt com si s’està manipulant qualsevol d’aquests elements amb 
el cursor, apareix el valor de la seva freqüència associada a la barra inferior que apareix per 
pantalla. 
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Fitxa 7: Llocs geomètrics dels sistemes de segon ordre en el domini freqüencial 
1) Breu explicació teòrica1:  
Considerem un sistema de control de segon ordre amb realimentació unitària de la 
forma: 
 












Els pols del sistema s’expressen de la forma 21,2 · · · 1 ·n n ps j jξ ω ω ξ σ ω= − ± − = − ± , on la 
part real (σ ) s’anomena constant o factor d’amortiment i la part imaginària ( pω ) pulsació 
o freqüència pròpia –esmorteïda-. Els dos paràmetres ξ  i nω  són el coeficient o factor 
d’amortiment relatiu i la pulsació o freqüència natural –no esmorteïda-, respectivament. 
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ω , tenim que 






















La freqüència nω  del factor quadràtic considerat és la freqüència de tall dels diagrames 
asimptòtics dels sistemes de segon ordre 
A prop de la freqüència de tall ( nωω = ), existeix un pic del diagrama real de guanys, 
anomenat pic de ressonància. El coeficient d’amortiment ξ  és l’encarregat de determinar la 
magnitud d’aquest pic.  






































































Així doncs, l’angle de la fase és funció de ω  i ξ .  
La freqüència de ressonància rω  i el pic de ressonància rM  
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La freqüència de ressonància rω  és 
2
·21· ξωω −= nr , per valors 2/20 ≤≤ ξ . A mesura 
que 0→ξ , la freqüència de ressonància tendeix a nr ωω = . Per a valors 2/20 ≤< ξ , la 
freqüència de ressonància rω  és menor que la freqüència pròpia 
21· ξωω −= np . Es pot 
comprovar com per valors 2/2>ξ , ja no existeix pic de ressonància. 
El valor del pic de ressonància es pot trobar evaluant l’expressió del guany a la freqüència de 
ressonància. Així es té que per a valors  2/20 ≤≤ ξ , 
2max 1··2
1)·( ξξω −== jGM r , i 
per valors de 2/2>ξ , 1=rM . 
A mesura que 0→ξ , el valor del pic de ressonància ∞→rM . Això significa que, si el 
sistema no esmorteït és excitat amb una pulsació nω , el guany de )·( ωjG  arriba a l’infinit. 
Per últim, l’angle de la fase de )·( ωjG  evaluat a la freqüència en què apareix el pic de 
ressonància s’obté evaluant l’expressió de l’angle de la fase a la freqüència de ressonància. 
































En referència al graó unitari, les característiques que defineixen els sistemes de control lineal 
en el domini del temps són: 
 
1) Sobrepuig màxim ( )(ξSPSP = ) : 
Sobrepuig màxim absolut = )1/·exp()()( 2max ξξpi −−=∞→−=− tytyyy pss  






2) Temps de pic ( )( ppp tt ω= ) : temps en què max)( yty = , ppt ωpi /=  
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3) Temps d’assentament o d’establiment ( )(σss tt = ): temps necessari perquè la 





≅                      
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
 En aquesta figura apareixen mapejats els pols de dos sistemes en formes de creus 
(una parella surt pintada de color marró i l’altra de color gris). Per altra banda, i segons quin 
cas s’hagi seleccionat, apareix pintat el lloc geomètric d’estudi (de color vermell el 
corresponent lloc geomètric d’amortiment constant, i així successivament). 
El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció lloc geomètric 
Visualització dels botons que ens permeten seleccionar els llocs geomètrics. 
A més, en el cas en què es seleccioni la possibilitat de visualitzar alguna de les 
característiques típiques dels sistemes de segon ordre (veure apartat 3) d’aquesta fitxa) en el 
camp freqüencial, apareixen les expressions interactives d’aquestes. 
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o Expressió interactiva de les freqüències de tall ( nω ) dels diagrames 
asimptòtics de Bode. 
o Expressió interactiva dels coeficients d’amortiment (ξ ) 
o Expressió interactiva de les freqüències de ressonància ( rω ) 
o Expressió interactiva del valor dels pics de ressonància ( rM ) 
o Expressió interactiva del valor de les fases evaluades a les respectives 
freqüències de ressonància ( ))·(arg( rjG ω ) 
Figura Bode Guany 
 Representació dels diagrames reals de guany de Bode dels sistemes de segon ordre 
formats per les parelles de pols (línies contínues del mateix color que la parella de pols).  
En cas de seleccionar les opcions pertinents (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), també es 
poden visualitzar els diagrames asimptòtics de Bode (línies discontínues del mateix color que 
els diagrames reals). 
D’igual manera, poden visualitzar-se els indicadors de les freqüències de tall dels diagrames 
asimptòtics (creus col·locades damunt l’eix de freqüències), així com els pics de ressonància 
(cercles de color vermell) en cas d’existir. 
Figura Bode Fase [rad] 
 L’explicació dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a l’anterior. 
En aquest cas però, i en cas d’existir pic de ressonància, els cercles que apareixen (també 
de color vermell) es corrresponen amb el valor de la fase dels sistemes evaluada  a les 
respectives freqüències de ressonància. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura apareixen les dues respostes indicials associades a les parelles de 
pols de temps continu. Així, per a la parella de pols de color marró, se’n pinta la seva 
resposta del mateix color. Per altra banda, també s’ha dibuixat el senyal de referència de 
color blau cel (senyal d’entrada graó unitari). 
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Apareixen també (en cas d’haver-ho seleccionat) els sobrepuigs de (de color vermell), les 
línies verticals de referència del temps de pic (línies contínues de color blau) i les línies 
verticals de referència del temps d’assentament (línies contínues de color magenta) de les 
dues respostes. En aquest últim cas, també apareix dibuixada la banda que delimita el %2±  
del valor final (línia discontínua horitzontal de color magenta). Per últim, es dóna la 
possibilitat de poder-ne visualitzar els evolvents. 
Figura Resposta impulsional 
 De la mateixa manera que en el cas de la figura anterior, tenim en aquest cas la 
representació de les respostes impulsionals dels dos sistemes. 
En aquesta figura es poden visualitzar els punts de tall (cercles de color vermell) 
corresponents amb els màxims de la resposta indicial (una resposta és la derivada de l’altra), 
així com les línies verticals de referència d’aquests punts (associades als temps de pic de les 
respostes al graó). També se’n poden visualitzar els evolvents. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), així com 
modificar la posició dels llocs geomètrics. 
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’ha facilitat la 
possibilitat de visualitzar algunes característiques típiques dels sistemes de segon ordre: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Dibuixar diagrames asimptòtics de Bode: visualitza els diagrames asimptòtics (de 
guany i de fase) de Bode. 
 Referència freqüències de tall: dibuixa sobre l’eix freqüencial dels diagrames de 
Bode els indicadors de les freqüències de tall dels sistemes. 
 Referència pic i fase de ressonància: dibuixa, en cas d’existir pic de ressonància, 
indicadors del pic de ressonància en els diagrames de guany de Bode i la fase 
evaluada a la freqüència de ressonància en els diagrames de fase de Bode.  
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 Resposta Temporal: permet visualitzar addicionalment les figures de les 
respostes temporals (impulsional i indicial). 
 Dibuixar sobrepuig: apareixen dibuixats els sobrepuigs (primer màxim de la 
resposta) de les dues respostes indicials, així com els corresponents talls en el 
zero en les respostes impulsionals. 
 Referència temps de pic: línies de referència del temps de pic. Apareixen els 
màxims de les respostes indicials i els punts de tall de la resposta impulsional en 
el zero. 
 Referència temps d’assentament (2%): línies de referència del temps 
d’assentament i de la banda del %2±  del valor final. 
 Dibuixar evolvents: evolvents de les respostes temporals. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 En aquesta figura, els elements manipulables són: 
 
 Parelles de pols de temps continu dels sistemes de segon ordre (en forma de creu). 
 Llocs geomètrics (pintats del mateix color que els seus botons de selecció). 
Quan s’està damunt d’alguna parella de pols, apareixen les seves coordenades a la barra 
inferior que apareix per pantalla. D’igual manera, si s’està damunt d’algun punt del lloc 
geomètric, apareix també el valor constant que el governa. 
Figura Selecció lloc geomètric 
 Botó de color vermell: permet visualitzar el lloc geomètric d’amortiment constant. 
 Botó de color verd: permet visualitzar el lloc geomètric de pulsació pròpia constant. 
 Botó de color blau: permet visualitzar el lloc geomètric de coeficient d’amortiment 
constant. 
 Botó de color magenta: permet visualitzar el lloc geomètric de pulsació natural 
constant. 
Nota: En cas de no haver seleccionat cap opció d’entre les possibles, apareix el següent 
missatge d’alerta: ‘NO HAS SELECCIONAT CAP OPCIÓ’. 
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Fitxa 9: Efecte de la dominància dels pols dels sistemes en el domini freqüencial 
1) Breu explicació teòrica1:  
 La majoria dels sistemes de control que es troben a la pràctica són d’ordres elevats. 
A l’hora de poder estudiar aquest tipus de sistemes, quant major n’és l’ordre, més complicat 
resulta el seu estudi. És per això que resulta útil poder establir alguna aproximació d’aquest 
tipus de sistemes a sistemes d’ordre menor, sempre i quan aquesta aproximació sigui fidel a 
la resposta transitòria. 
La localització dels pols en el pla s d’un sistema de temps continu afecta fonamentalment la 
resposta transitòria del sistema. Per a finalitats d’anàlisi i de disseny, i tenint en compte el 
compromís mencionat anteriorment, serà important doncs poder classificar els pols que 
tenen un efecte dominant a la resposta transitòria. 
Aquests pols s’anomenen pols dominants del sistema. 
S’ha reconegut que a la pràctica i en base a l’experiència, si el valor absolut de la part real 
d’un pol és almenys entre 5 i 10 cops més gran que el pol dominant, el pol pot considerar-se 
com a pol “insignificant” en quant a la resposta transitòria es refereix. 
Dit d’un altra manera, aquest pol insignificant podrà ser no tingut en compte a l’hora 
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Figura Pols de temps continu (pla s) 
En aquesta figura s’han mapejat els pols dominants (creuetes de color vermell) i els 
considerats com a pols insignificants (creuetes de color verd) de temps continu. 
La línia vertical de color blau marca la relació de dominància (si aquesta, per exemple val 10, 
la línia es situa a una distància 10 cop més cap a l’esquerra del pol més dominant). El 
semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció paràmetres 
 Apareixen en aquesta figura fins a un total de 6 botons que permeten variar l’ordre 
del sistema global (ordre global = nº de pols dominants + nº de pols considerats com a 
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 Figura Bode Guany 
En aquesta figura s’han dibuixat els diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) 
de guanys de Bode dels diferents sistemes. El diagrama de color vermell es correspon amb 
el diagrama de Bode d’un sistema format únicament pels pols significatius, mentre que el de 
color verd es correspon amb el diagrama del sistema format per tots els pols que apareixen 
mapejats en el pla s (igual a l’ordre del sistema). 
Figura Bode Fase [rad] 
L’explicació d’aquesta figura és anàloga a la descrita en la figura anterior. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’han dibuixat dues respostes davant un senyal d’entrada (graó 
unitari). El codi de colors emprat és el mateix que s’utilitza en la resposta freqüencial. 
El senyal de referència (de color blau cel) apareix pintat de color blau cel. 
Figura Resposta impulsional 
L’explicació d’aquesta figura és anàloga a la descrita en la figura anterior. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla). Es poden també 
afegir o treure pols modificant l’ordre del sistema, així com variar la relació de dominància. 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte que intenten mostrar l’efecte de la dominància dels pols de temps 
continu.  
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemple I: sistema d’ordre 3. 
 Exemple II: sistema d’ordre 4. 
 Exemple III: sistema d’ordre 5. 
 Resposta Temporal: permet visualitzar addicionalment les figures de les 
respostes temporals (impulsional i indicial). 
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 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pols de temps continu (pla s) 
Els elements manipulables en aquesta figura són: 
 Pols dominants (creuetes de color vermell) 
 Pols “insignificants” (creuetes de color verd) 
 Barra vertical de referència de la relació de dominància (línia contínua de color blau) 
Quan s’està al damunt de la parella de pols significatius apareixen les seves coordenades a 
la barra inferior que apareix per pantalla. Si s’està damunt de qualsevol pol “insignificant”, 
apareix el valor de la seva part real. 
Per altra banda, tant si es manipula la recta vertical com si ens col·loquem damunt d’ella, 
també apareix el valor de la relació de dominància. 
Figura Selecció paràmetres 
Els elements manipulables en aquesta figura són: 
 Botons que permeten seleccionar l’ordre global del sistema 
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Fitxa 10: Efecte d’un element de retard en el domini freqüencial 
1) Breu explicació teòrica1:  
 La majoria de sistemes de control de processos tenen funcions de transferència que 
són el quocient de dos polinomis. A la pràctica, es poden trobar retards purs o temps morts 
en gran varietat de tipus de sistemes, especialment en sistemes amb transmissions 
hidràuliques, pneumàtiques o mecàniques.  
Els sistemes amb control per computador també tenen retards, ja que els ordinadors 
necessiten d’un cert temps per a poder realitzar operacions numèriques. En aquest tipus de 
sistemes, la sortida no comença a respondre a l’entrada fins a un cert període de temps 
transcorregut.  
Aquest tipus d’elements presenten un comportament de fase no mínima i a altes freqüències, 
presenten un retard de fase accentuat.  
Si considerem un element de retard de la forma: )··exp()·( 0tjjG ωω −= , on 0t  és el temps 
de retard [s], es pot observar com el guany és sempre igual a la unitat ja que: 
1)··sin()·cos()·( 00 =−= tjtjG ωωω  
(si s’expressa el guany en decibels, el guany d’un element de retard és de 0 dB’s) 
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Per altra banda, l’angle de la fase del retard pur és: radtjG 0·))·(arg( ωω −= , la qual cosa 
suposa que l’angle és funció lineal de la freqüència ω . 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
En aquesta figura s’han mapejat els pols en forma de creu de color gris fosc (i el zero 
en forma de cercle de color verd, en l’exemple que apareix per defecte) de temps continu. El 
semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció retard 
 Apareix un slider que permet modificar el valor del retard pur ( 0t ). 
Figura Bode Guany 
 Dibuix del diagrama de Bode de guany del sistema de temps continu amb i sense 
retard (diagrama de color blau; els dos diagrames són el mateix). En cas que es desitgi 
(veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es pot visualitzar el diagrama asimptòtic de Bode (línies 
discontínues de color blau). 
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Figura Bode Fase [rad]  
 Dibuix del diagrama de Bode de fase del sistema de temps continu amb (diagrama 
de color vermell) i sense retard (diagrama de color blau).  
A més, s’ha afegit una barra (de color magenta) indicadora de la diferència de fases entre 
diagrames per a un valor de freqüència donat (proporcional al valor del retard). D’igual 
manera que en el cas de la figura anterior, es dóna la possibilitat de visualitzar el diagrama 
asimptòtic del sistema sense retard (línies discontínues de color blau). 
Figura Diagrama de Nyquist 
Dibuix dels diagrames polars del sistema de temps continu amb (diagrama de color 
vermell) i sense retard (diagrama de color blau).  
En aquesta figura també s’hi ha afegit per tenir com a referència, la circumferència de radi la 
unitat (de color blau cel). 
Figura Resposta impulsional 
En aquesta figura s’han dibuixat les sortides dels dos sistemes (sense retard –senyal 
de color blau i amb retard de 0t  segons –senyal de color vermell-) davant una entrada 
impulsional.  
S’ha afegit una línia damunt l’eix temporal (de color magenta) que marca el retard pur entre 
sortides. En el seu extrem hi ha dibuixat un cercle del mateix color, que permet modificar el 
valor del retard pur. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 D’igual manera que en el cas de la figura anterior, en aquesta s’han dibuixat les dues 
respostes dels sistemes amb i sense retard. En aquest cas, hi ha dibuixat també el senyal de 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols i del 
zero (en el cas de l’exemple per defecte) amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del 
submenú que apareix en pantalla), així com modificar el valor del retard pur (ja sigui variant la 
coordenada de l’slider, col·locant-se damunt del cercle de color magenta de les respostes 
impulsionals i indicials dels sistemes,  o bé damunt l’indicador del diagrama de Bode de 
fase). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat alguns exemples: 
 
 Reset (G(s)=(s-2)/(s^2+6·s+15.25)): permet tornar a la configuració inicial de 
les figures que apareixen per pantalla. 
 Exemple sistema de primer ordre: G(s)=1/(0.25·s+1): exemple per defecte. 
 Exemple sistema de segon ordre: G(s)=1/(s^2+2·s+10): exemple per defecte. 
 Dibuixar asímptotes: permet visualitzar els diagrames asimptòtics (de guany i 
de fase) de Bode del sistema sense retard. 
 Resposta Temporal: permet visualitzar addicionalment a les figures que 
apareixen per defecte, les figures corresponents a les respostes impulsional i 
indicial. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Pols dels sistemes (creuetes de color vermell) 
 Zero de l’exemple per defecte (cercle de color verd) 
Tant si manipulem com si ens col·loquem damunt de qualsevol d’aquests elements, apareix 
el valor de les seves coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Selecció retard 
 Slider retard pur: ]20,0[0 ∈t  segons 
Figura Bode Fase [rad] 
 Cercle (de color magenta) col·locat a la barra indicadora del retard de fase entre 
sistemes 
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El moviment d’aquest cercle ens permet modificar el retard de fase entre sistemes. Ja sigui 
mantenint la freqüència on es troba el cercle constant, ja sigui mantenint el valor del retard 
pur ( 0t ) constant. Al manipular-lo, es poden veure els valors del retard pur (en el mateix rang 
de valors que presenta l’slider) i de la diferència de fases entre sistemes pel valor de 
freqüència on es troba el cercle. 
Figures Resposta impulsional/ Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 Cercle (de color magenta) damunt l’eix temporal  
La coordenada horitzontal on es troba el cercle és exactament el valor del retard pur ( 0t ). Ja 
sigui manipulant-lo com col·locant-nos-hi al damunt, apareix el valor del retard pur a la barra 
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B.3. Mostratge i discretització 
Fitxa 2: Reconstrucció i filtratge de senyals mostrejats 
1) Breu explicació teòrica1:  
La reconstrucció de dades un cop realitzat el mostratge consisteix en, donada una 
seqüència de números: (0), ( ), (2· ),..., ( · ),...s s sf f T f T f k T , construir un senyal de temps 
continu ( ), 0f t t ≥ , a partir de la informació continguda en aquesta seqüència. Aquest procés 
pot considerar-se com un procés d’extrapolació, ja que el senyal es construeix en base a la 
informació continguda només en els instants de mostratge passats. 
Un dels mètodes més utilitzats per generar l’aproximació es basa en el desenvolupament en 
sèries de potències de la funció ( )f t  en l’interval entre dos instants de temps de mostratge 
consecutius · sk T  i ( 1)· sk T+ : 
(2)
(1) 2( · )( ) ( · ) ( · )·( · ) ·( · ) ...
2!
s
k s s s s
f k Tf t f k T f k T t k T t k T= + − + − +
 
on ( ) ( )kf t f t=  per · ( 1)·s sk T t k T≤ < +  
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Mantenidor d’ordre zero (zoh) 
             El polinomi utilitzat per efectuar aquesta funció és de grau zero ( ) ( · )k sf t f k T= , 
doncs manté el valor de ( · )sf k T  a l’interval · ( 1)·s sk T t k T≤ < + , fins que arriba la mostra 
següent [( 1)· ]sf k T+ . 




= .  
Mantenidor de primer ordre (foh) 
Si s’utilitzen els dos primers termes del desenvolupament,  
(1) ( · ) [( 1)· ]( ) ( · ) ( · )·( · ) ( · ) ·( · )s sk s s s s s
s
f k T f k Tf t f k T f k T t k T f k T t k T
T
− −
= + − = + − , a fi 
d’extrapolar la funció ( )f t  a l’interval · ( 1)·s sk T t k T≤ < + , el dispositiu és conegut com el 
mantenidor de primer ordre. 








= .  
Reconstructor ideal 
 Un senyal analògic amb espectre de freqüència nul fora de l’interval [-ω0, ω0] és 
reconstruïble totalment si es mostreja amb una freqüència ωs>2*ω0 (Teorema de Shannon). 
La reconstrucció s’obté mitjançant el següent càlcul: 















 En general, la funció d’un mostrejador pot considerar-se com la conversió d’un senyal 
analògic en un senyal modulat per polsos o digital. La sortida d’aquest dispositiu és un tren 
d’impulsos d’amplada finita, les amplituds dels quals són iguals a la magnitud del senyal 
d’entrada en els instants de mostratge corresponents. 
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La representació en el domini del temps de la funció analògica com a tren d’impulsos 
s’expressa de la forma: 
*
0
( ) ( · )· ( · )s s
k
f t f k T t k Tδ
∞
=
= −∑  
i la seva transformada de Laplace: 
*
0
( ) ( · )·exp( · )s s
k
F s f k T k T
∞
=
= −∑  
2) Pantalla: 
 
Figura Selecció Reconstrucció 
 En aquesta primera figura es presenten els botons de selecció que permeten 
seleccionar el tipus de reconstrucció que es vol implementar. 
Figura Resposta Temporal 
 En aquesta figura s’hi pot troba el senyal de temps continu de partida, així com les 
mostres preses en els instants de mostratge i el senyal reconstruït. D’aquesta manera, els 
elements representats són: 
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• Senyal sinusoïdal de temps continu (línia contínua de color negre) de període 
2pT pi=  [segons]. 
• Mostres preses del senyal de temps continu cada sT  [segons], essent sT  el període 
de mostratge (cercles damunt del senyal de temps continu). 
Segons l’opció seleccionada: 
 
• Sortida del mantenidor d’ordre 0 (línia contínua de color vermell). 
• Sortida del mantenidor de primer ordre (línia contínua de color verd). 
• Sortida del reconstructor ideal (línia contínua de color blau). 
• Tren d’impulsos modulats pel senyal de temps continu espaiats sT  segons (línies 
discontínues verticals de color blau cel). 
Figura Resposta Freqüencial 
 Els elements representats en aquesta darrera figura es descriuen a continuació: 
 






ω =  [rad/s] (línies contínues verticals de color negre).  
• Línies de referència de la freqüència de Nyquist situades a ±
2
sω
 [rad/s] (línies 
contínues verticals de color verd). L’àrea compresa entre aquests valors es correspon 
amb la banda primària (àrea de color groc). 
• Línies de referència de la freqüència de Mostratge situades a ± 2s
sT
pi
ω =  [rad/s] 
(línies contínues verticals de color blau). 
• Bandes complementàries col·locades a freqüències múltiples de la freqüència de 




>  (línies discontínues verticals de color magenta). 
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Segons l’opció seleccionada: 
 
• Corba de guany del mantenidor d’ordre zero (corba contínua de color vermell) i 
superposició de les amplituds avaluades a freqüències múltiples de ( · )s pn ω ω±  
[rad/s] (línies contínues verticals de color vermell).  
• Corba de guany del mantenidor de primer ordre (corba contínua de color verd) i 
superposició de les amplituds avaluades a freqüències múltiples de ( · )s pn ω ω±  
[rad/s] (línies contínues verticals de color verd). 
• Apareix una ‘finestra’ d’amplitud sT  i d’amplada sω . La freqüència de les components 
espectrals que queden dins d’aquesta finestra és la freqüència del senyal reconstruït. 
Aquest fet es pot apreciar superposant les opcions del reconstructor ideal i del tren 
d’impulsos. 
• Rèpliques de l’espectre introduïdes pel procés del mostratge corresponents al tren 
d’impulsos situades a freqüències múltiples de ( · )s pn ω ω±  [rad/s] (línies contínues 
verticals de color blau cel). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa canviant alguns dels paràmetres que 
defineixen el Teorema del mostratge amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del 
submenú que apareix en pantalla). Per a poder seleccionar les diferents opcions de 
reconstrucció, s’ha de clickar sobre el requadre de l’opció que es desitgi realitzar: mantenidor 
d’ordre 0 (zoh: zero order holder), mantenidor de primer ordre (foh: first order holder), 
reconstructor ideal (ideal), o bé, impulsive (tren d’impulsos). 
Per defecte apareix l’opció del mantenidor d’ordre 0, però l’aplicació permet superposar cada 
una de les diferents opcions. 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’hi pot trobar aquesta fitxa: 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
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Figura Selecció Reconstrucció 
 Botó en forma de quadrat de color vermell (permet activar el mantenidor zoh) 
 Botó en forma de quadrat de color verd (permet activar el mantenidor foh) 
 Botó en forma de quadrat de color blau (permet activar el reconstructor ideal) 
 Botó en forma de quadrat de color blau cel (permet activar el tren d’impulsos) 
Figura Resposta Temporal 
 Període de Mostratge ( sT ) 
El programa permet modificar el període de mostratge ( sT ) manipulant les mostres preses 
cada sT  segons del senyal continu. 
Figura Resposta Freqüencial 
 Freqüència de Nyquist (±
2
sω ) 
El programa permet modificar la freqüència de Nyquist manipulant qualsevol de les dues 
línies de referència d’aquesta (línies verticals de color verd), podent així ampliar o disminuir la 
banda primària segons convingui.  
 
 Freqüència de Mostratge (± sω ) 
(explicació anàloga a la freqüència de Nyquist; en aquest cas, les dues línies de referència 
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Fitxa 3: Reconstrucció i filtratge de sistemes 
1) Breu explicació teòrica1:  
La reconstrucció de dades un cop realitzat el mostratge consisteix en, donada una 
seqüència de números: (0), ( ), (2· ),..., ( · ),...s s sf f T f T f k T , construir un senyal de temps 
continu ( ), 0f t t ≥ , a partir de la informació continguda en aquesta seqüència. Aquest procés 
pot considerar-se com un procés d’extrapolació, ja que el senyal es construeix en base a la 
informació continguda només en els instants de mostratge passats. 
Un dels mètodes més utilitzats per generar l’aproximació es basa en el desenvolupament en 
sèries de potències de la funció ( )f t  en l’interval entre dos instants de temps de mostratge 
consecutius · sk T  i ( 1)· sk T+ : 
(2)
(1) 2( · )( ) ( · ) ( · )·( · ) ·( · ) ...
2!
s
k s s s s
f k Tf t f k T f k T t k T t k T= + − + − +
 
on ( ) ( )kf t f t=  per · ( 1)·s sk T t k T≤ < +  
 
Reconstructor ideal 
El mostrejador ideal està definit com un mostrejador que ‘obre i tanca’ de manera 
instantània, en un instant de temps nul, cada Ts segons, on Ts és el període de mostratge. La 




 B. C. Kuo. Sistemas de control digital. Compañía Editorial Continental 1997. (Capítol 2) 
    Sistema de t.d. Reconstructor     Sistema de t.c. 
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δ  on )(tf  és 
l’entrada al mostrejador. 
La reconstrucció dels senyals mostrejats per un mostrejador ideal s’obté mitjançant la 














Aquest tipus de reconstuctor, no implementables en la vida real, tenen les següents 



















Mantenidor d’ordre zero (zoh) 
             Donat que el zoh és un dispositiu de reconstrucció de dades o de filtratge, és 
interessant examinar les seves característiques en el domini freqüencial. Al substituir 

















= , on sω  és la freqüència de 









































ω −= . 
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Mantenidor de primer ordre (foh) 
D’igual manera que en el zoh, la resposta en freqüència del foh s’obté substituint 




























foh .  











































ω −= − . 
2) Pantalla: 
 
Figura Selecció Reconstrucció 
 En aquesta figura apareixen els botons de selecció del tipus de reconstrucció que es 
vulgui aplicar: 
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• Botó de color vermell: reconstrucció mitjançant un mantenidor d’ordre zero  
• Botó de color verd: reconstrucció mitjançant un mantenidor de primer ordre 
• Botó de color blau : reconstrucció mitjançant un reconstructor ideal  
Figura Resposta Impulsional 
 Apareixen representades les següents respostes impulsionals: 
 
• Resposta impulsional del sistema de temps continu: senyal de color negre 
(per definició, la resposta impulsional d’un sistema es correspon amb el seu 
senyal d’entrada). 
Segon el tipus de reconstrucció seleccionada, es col·loquen les mostres (en forma de cercles 
i del mateix color que el seu botó de selecció corresponent) superposades a la resposta 
impulsional del sistema de temps continu:  
 
• Senyal reconstruït amb el mantenidor d’ordre zero: senyal de color vermell.  
• Senyal reconstruït amb el mantenidor de primer ordre: senyal de color verd. 
• Senyal reconstruït amb el reconstructor ideal: senyal de color blau. 
Figura Resposta Freqüencial (Guany) 
 Representació en el camp freqüencial dels guanys de les respostes abans 
mencionades: 
• Resposta en freqüència del sistema de temps continu: senyal de color negre 
(aquest senyal es correspon amb el diagrama real de guanys de Bode) 
• Resposta en freqüència del senyal reconstruït amb el mantenidor d’ordre 
zero: senyal de color vermell. 
• Resposta en freqüència del senyal reconstruït amb el mantenidor de primer 
ordre: senyal de color verd. 
• Resposta en freqüència del senyal reconstruït amb el reconstructor ideal: 
senyal de color blau. 
• Resposta en freqüència de ))··exp(()·(* sTjzGjG ωω == : senyal de color 
magenta (per a poder-la visualitzar, veure apartat 3) d’aquesta fitxa). 
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A més, en aquesta figura, i sigui quina sigui l’opció de reconstrucció seleccionada, també 
apareixen els següents elements de referència: barra indicadora de la freqüència de Nyquist i 
la seva simètrica (barres de color magenta ubicades a ±
2
sω
 rad/s)  i de la barra indicadora 






ω =  rad/s). Per últim, l’àrea compresa dins la banda primària s’ha pintat de color groc. 
Figura Resposta Freqüencial (Fase) 
 L’explicació dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la figura 
anterior. En aquest cas, es tracta de la representació en el camp freqüencial de la fase 
([rad]). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant alguns dels elements que 
governen aquest aplicatiu amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que 
apareix en pantalla), així com escollir el tipus de reconstrucció que vulgui visualitzar . 
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte. En aquest menú s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 G(s): conjunt d’exemples per defecte que s’inclouen en aquest aplicatiu. 
 Dibuixar Resposta Freqüencial )·(* ωjG : permet visualitzar addicionalment la 
representació en el camp freqüencial de )·(* ωjsG = .  
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Selecció Reconstrucció 
 Botó en forma de quadrat de color vermell (permet activar el mantenidor zoh) 
 Botó en forma de quadrat de color verd (permet activar el mantenidor foh) 
 Botó en forma de quadrat de color blau (permet activar el reconstructor ideal) 
  
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Figura Resposta Impulsional 
 Període de Mostratge ( sT ) 
El programa permet modificar el període de mostratge manipulant qualsevol de les mostres 
que apareixen superposades damunt la resposta impulsional del sistema de temps continu. 
 
Fitxa 4: Correspondència entre el pla s i el pla z 
1) Breu explicació teòrica1:  
 Tant en l’anàlisi com en el disseny de sistemes de control de temps continu, 
s’acostuma a fer referència a la configuració dels pols i els zeros de la funció de transferència 
del sistema en el pla s. De manera semblant, els pols i els zeros d’una funció de 
transferència en z també determinen el comportament dels sistemes de temps discret 
(sistemes digitals). 
 Sigui ( )f t  l’entrada a un mostrejador ideal i *( )f t  la seva sortida, s’escriu *( )F s  





( ) ( · )· ( · ) ( )· ( )





f t f k Ts t k Ts f t t











Quan un sistema està sotmès al mostratge o rep dades digitals, una de les propietats de la 
funció mostrejada *( )F s  és que presenta un número infinit de pols, espaiats de forma 
periòdica en intervals definits per · sn ω± , amb 0,1,2,...n = , en el pla s, al llarg de l’eix 
vertical, i on sω  és la freqüència de mostratge. 
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Mitjançant la transformació de la variable complexa ·s jσ ω= +  a partir del canvi 
exp( · )sz T s= , s’obté la seva Transformada Z: 
*( ) ( )F z F s=                = 
0
( · )· ks
k











=                                                                      
                              
Doncs bé, la Transformada Z,  el què fa d’alguna manera és convertir tots els pols en un 
número finit de pols en el pla z, és a dir, mapeja la banda primària de *( )F s  en el pla z: 
Propietat de *( )F s : * *( · · ) ( )sF s j n F sω± =  
exp( · · )· exp( · )·exp( ·2 · ) exp( · )s s s ss j n T s T j n s T zω pi± = ± = =  
Això, és equivalent a dir que totes les bandes complementàries del pla s són també 
mapejades dins el mateix cercle de radi la unitat del pla z. 
Relació entre el pla s i el pla z: 
 
• Tots els punts que estan en el semiplà esquerre del pla s corresponen a punts dins 
del cercle unitari del pla z (zona estable). 
• Tots els punts en el semiplà dret del pla s corresponen a punts fora del cercle unitari 
del pla z (zona inestable). 
• Tots els punts sobre l’eix jω del pla s, corresponen a punts sobre el cercle unitari |z| = 
1 del pla z (zona marginalment estable). 
 
 
 En els diferents exemples d’aquesta fitxa, s’han considerat sistemes de segon ordre 
del tipus 
2






ξ ω ω= + + , on nω  és la pulsació natural del sistema i ξ  el factor 
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d’amortiment. Els pols d’aquest tipus de sistemes es poden expressar com  
2
1,2 · · · 1 ·n n ps j jξ ω ω ξ σ ω= − ± − = − ± . 
En tots els casos, l’entrada al sistema és un graó unitari ( ( ) ( ))sx t u t= . 
Per altra banda, el valor del període de mostratge s’ha considerat constant i igual a la unitat 
( sTs 1= ). 
Els diferents casos que es poden visualitzar són: 
 
 Lloc geomètric d’amortiment constant ( )ctntσ =   
Rectes verticals a σ−  en el pla s / Circumferències en el pla z de la forma 
exp( · )sz Tσ=  
El factor d’amortiment representa la rapidesa amb la que disminueix o augmenta la 
resposta del sistema en el temps, ja que el seu invers és la constant de temps en 
segons. 
 
 Lloc geomètric de freqüència pròpia constant ( )p ctntω =   
Rectes horitzontals a ( · )pj ω±  en el pla s / Rectes radials d’angle ( · )p sTω± en el pla 
z. 
 
 Lloc geomètric amb coeficient d’amortiment constant ( )ctntξ =   
Rectes amb l’angle respecte l’eix vertical constant ( , sin( ))ctntβ ξ β± =   en el pla s 
/ Espirals logarítmiques de la forma exp( sin ·cos )· ·
n sz j Tβ β ω= − +  en el pla z 
Es pot observar que quan el coeficient d’amortiment és pròxim a zero, la resposta del 
sistema oscil·la, mentre que a mesura que ens apropem a 1ξ =  és major 
l’amortiguament de les oscil·lacions fins que deixa de presentar-les. 
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 Mapejat de la banda primària 
Moviment lliure dels pols pel contorn de la banda primària en el pla s. 
 
 Moviment lliure dels pols reals al llarg de l’eix real del pla s.  
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s  
 La figura es correspon amb la localització dels pols dels dos sistemes d’estudi de 
temps continu (creuetes de color marró i gris) en el pla s. Els llocs geomètrics dels pols s’han 
senyalitzat seguint el criteri de colors dels botons de selecció (veure botons de la figura 
Selecció llocs geomètrics). 
 
La zona estable dels pols s’ha pintat de color groc i s’ha limitat la banda primària amb dues 
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Figura Pla z 
 D’igual manera que en el cas de la figura anterior, en aquesta s’han dibuixat els pols 
de temps discret en el pla z. En aquest cas, la zona estable d’ubicació dels pols es correspon 
amb l’àrea continguda a l’interior de la circumferència de radi la unitat (pintada també de 
color groc). 
Figura Selecció llocs geomètrics 
 Dibuix dels botons que permeten seleccionar el lloc geomètric que es vulgui 
visualitzar. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura es mostren les dues respostes temporals (del mateix color que la 
seva parella de pols associada) del sistema a una entrada graó (senyal de color blau cel). 
Sobre les respostes temporals s’han superposat les mostres preses en intervals de Ts 
segons (cercles del mateix color que la resposta).  
A més, en el cas en què els sistemes siguin estables (si els sistema en qüestió no és estable, 
i tot i estar seleccionades, no es visualitzaran les seves característiques) i s’hagi seleccionat 
la seva visualització (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es poden veure representats els 
següents elements: 
 
 Línies de referència del sobrepuig (línies verticals de color vermell) i màxim de 
la resposta (cercle de color vermell). 
 Línies de referència del temps de pic (línies verticals de color blau) i màxim de 
la resposta (cercle de color vermell). 
 Línies de referència del temps d’assentament (línies verticals de color 
magenta) i de la banda de %2±  del valor final de les respostes (línies 
discontínues horitzontals de color magenta). 
 Evolvents de les dues respostes (línies discontínues del mateix color que les 
seves respostes associades). 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols 
d’ambdós dominis (pla s i pla z), o bé canviant la posició dels llocs geomètrics amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla).  
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’ha facilitat la 
possibilitat de visualitzar algunes característiques típiques dels sistemes de segon ordre: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures. 
 Dibuixar sobrepuig: apareixen dibuixats els sobrepuigs (primer màxim de la 
resposta) de les dues respostes indicials. 
 Referència temps de pic: línies de referència del temps de pic. També apareixen 
els màxims de les respostes indicials. 
 Referència temps d’assentament (2%): línies de referència del temps 
d’assentament i de la banda del %2±  del valor final. 
 Dibuixar evolvents: evolvents de les respostes temporals. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figures Pla s/Pla z 
En aquestes figures, els elements manipulables són: 
 
 Parelles de pols de temps continu dels sistemes de segon ordre (en forma de creuetes 
de color marró i gris). 
 Llocs geomètrics (pintats del mateix color que els seus botons de selecció). 
Quan s’està damunt d’alguna parella de pols, apareixen les seves coordenades a la barra 
inferior que apareix per pantalla. D’igual manera, si s’està damunt d’algun punt del lloc 
geomètric (amortiment, pulsació pròpia, coeficient d’amortiment o pulsació natural constants), 
apareix també el valor constant que el governa. 
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Figura Selecció lloc geomètric 
 Botó de color vermell: permet visualitzar el lloc geomètric d’amortiment constant. 
 Botó de color verd: permet visualitzar el lloc geomètric de pulsació pròpia constant. 
 Botó de color blau: permet visualitzar el lloc geomètric de coeficient d’amortiment 
constant. 
 Botó de color magenta: permet visualitzar el lloc geomètric de pulsació natural 
constant. 
 Botó de color blau cel: permet visualitzar el contorn de la banda primària. 
 Botó de color ocre: permet visualitzar el lloc geomètric del recorregut de la parella de 
pols reals. 
Nota: En cas de no haver seleccionat cap opció d’entre les possibles, apareix el següent 
missatge d’alerta: ‘NO HAS SELECCIONAT CAP OPCIO ENTRE LES POSSIBLES’. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura no existeixen elements manipulables, però si ens col·loquem 
damunt dels elements indicatius de les característiques dels sistemes de segon ordre 
(sobrepuig, temps de pic i temps d’assentament) amb el cursor, en podrem visualitzar els 
seus valors a la barra inferior que apareix per pantalla.  
Figures Resposta Freqüencial (Guany)/ Resposta Freqüencial (Fase) 
 Freqüència de Nyquist (±
2
sω ) 
El programa permet modificar la freqüència de Nyquist col·locant-se sobre qualsevol de les 
dues barres indicadores d’aquesta (de color magenta), podent així ampliar o disminuir la 
banda primària segons convingui. 
  
 Freqüència de Mostratge (± sω ) 
(explicació anàloga a la freqüència de Nyquist; en aquest cas, les dues barres són de color 
blau cel). 
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Fitxa 5: Transformació bilineal (sistemes de temps continu)   
1) Breu explicació teòrica1:  
 Un dels avantatges dels diagrames de Bode és que, en el domini s , la representació 
de les seves corbes reals pot aproximar-se a línies rectes (corbes asimptòtiques o diagrames 
asimptòtics). No obstant, aquesta característica es perd en el domini z , ja que z  està 
relacionada amb ·j ω  a través del canvi exp( · · )sz j Tω= , essent sT  el període de mostratge. 
Aquest inconvenient, que d’altra banda no permet l’aplicació directa d’alguns dels mètodes 
d’anàlisi i disseny de la resposta en freqüència, pot resoldre’s mitjançant la utilització de la 
transformada w  (transformada bilineal). Aquesta transformació converteix l’interior de la 
circumferència de radi la unitat en el semiplà esquerre del pla s . Així, la variable z  es 
transforma en la variable w , de manera que l’eix imaginari del pla w  sigui similar a l’eix 
imaginari ·j ω  del pla s . 


























La substitució de exp( · · ) cos( · ) ·sin( · )s s sz j T T j Tω ω ω= = +  a (1), condueix al resultat: 
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S.A. (Capítol 4). 











= . Per tant, quan z  pren valors sobre el cercle unitari,  w  és imaginària 
pura i pot escriure’s com · ww j ω= , on [0, ]2
sωω ∈  i [0, )wω ∈ ∞ . 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
En aquesta primera figura s’han mapejat els pols i els zeros dels sistemes de temps 
continu )(sG  i )(wG . Els zeros del primer sistema apareixen en forma de cercles de color 
negre mentre que els pols s’han dibuixat en forma de creus del mateix color. Pel segon 
sistema, el color utilitzat per representar pols i zeros és el magenta. 
La zona estable d’ubicació dels pols de temps continu (semiplà esquerre) s’ha pintat de color 
groc.  
Per altra banda, apareixen també dibuixats tres botons que permeten afegir i treure zeros i 
pols del sistema )(sG . Així, el botó que apareix en forma de quadrat, permet seleccionar si 
es vol afegir/treure zeros o bé pols. Els altres dos botons (en forma de triangles) permeten 
realitzar les accions d’afegir o de treure els zeros/pols. 
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Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
 
1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
Figura Pla z 
 En aquesta figura s’han mapejat els zeros (en forma de cercles de color vermell) i els 
pols (en forma de creus del mateix color) del sistema de temps discret )(zG . La zona 
estable d’ubicació dels pols discrets (àrea compresa dins la circumferència de radi la unitat) 
en el pla z, s’ha pintat de color groc. 
Figura Diagrama Nyquist 
 En aquesta figura s’han representat les tres corbes polars de Nyquist. Així, els 
elements que apareixen són els següents: 
 
• Diagrama polar del sistema de temps continu ( )G s  (corba color negre) 
• Diagrama polar del sistema de temps discret ( )G z  (corba color vermell) 
• Diagrama polar de la transformació bilineal ( )G w  (corba color magenta) 
Figura Bode Guany 
 En aquesta figura s’han representat les corbes reals de guany (diagrames de Bode 
de guany) dels tres sistemes en qüestió. Així, es té: 
• Diagrama real de guany del sistema de temps continu ( )G s  (corba contínua de color 
negre) 
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• Diagrama real de guany del sistema de temps discret ( )G z  (corba contínua de color 
vermell) 
• Diagrama real de guany de la transformació bilineal ( )G w  (corba contínua de color 
magenta) 
Per altra banda, apareixen també dues barres indicadores de la freqüència de Nyquist i de la 
freqüència de mostratge: 







=  (línia contínua 
vertical de color verd). 





ω =  (línia contínua 
vertical de color blau). 
Per últim, i en cas d’haver-se seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es poden 
visualitzar les corbes asimptòtiques (diagrames asimptòtics) de guany de Bode dels sistemes 
)(sG  i )(wG : 
 
• Diagrama asimptòtic de guany del sistema de temps continu ( )G s  (línies 
discontínues de color negre) 
• Diagrama asimptòtic de guany de la transformació bilineal ( )G w  (línies discontínues 
de color magenta) 
Figura Bode Fase [rad] 
 L’explicació dels elements que surten representats en aquesta figura és anàloga a 
l’anterior, tenint en compte ara que els diagrames representats es corresponen amb els 
diagrames de fase dels diferents sistemes. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta darrera figura s’ha representat la resposta indicial del sistema )(sG  
(senyal continu de color negre) i la resposta corresponent al sistema de temps discret ( )G z  
(mostres preses cada sT  segons, en forma de cercles de color vermell). 
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El senyal de referència (entrada graó unitari) s’ha pintat de color blau cel. 
 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla) i el nombre (fent 
ús dels botons que apareixen dibuixats en el pla s/w) dels pols i dels zeros que defineixen el 
sistema de temps continu ( ( )G s ). Per altra banda, es pot modificar també el període de 
mostratge ( sT ) amb la manipulació directa de les mostres de la resposta temporal o 
indirectament amb la manipulació de les barres de referència de la resposta freqüencial 
(Bode). 
Accedint a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, l’usuari es pot trobar 
amb les següents opcions: 
 
 Reset (G(s) = 20/(s^2+16·s+64·36): permet tornar a la configuració inicial de 
les figures que apareixen per pantalla. 
 G(s) = (0.2·s+1)/ (s^2+16·s+64·36): exemple sistema de temps continu. 
 G(s) = (0.15·s+1)/((s+12)·(s^2+16·s+64·36)): exemple sistema de temps 
continu. 
 Resposta freqüencial (Bilineal): permet activar/desactivar la resposta 
freqüencial del sistema ( )G w . 
 Diagrames asimptòtics Bode (G(s)/G(w)): permet activar/desactivar el dibuix 
dels diagrames asimptòtics (de guany i de fase) de Bode dels sistemes )(sG  
i )(wG . 
 Guany unitari en contínua: permet imposar que el guany en contínua de la 
resposta indicial del sistema )(sG  sigui unitari. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
 Zeros del sistema de temps continu )(sG  (cercles de color negre) 
 Pols del sistema de temps continu )(sG  (creus de color negre) 
 Botó de selecció pol/zero (quadrat de color negre)  
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 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color verd i vermell, respectivament) 
Quan s’està manipulant algun zero o pol del sistema )(sG  o quan s’està al damunt dels 
zeros i els pols de )(sG  i de )(wG  amb el cursor, apareixen les seves coordenades a la 
barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Pla z 
Quan s’està damunt dels zeros i els pols de ( )G z  amb el cursor,  apareixen les 
seves coordenades i el seu mòdul a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Bode Guany/Figura Bode Fase [rad] 
En aquestes dues figures, es pot modificar de manera indirecta el període de mostratge ( sT ): 







=  (línia contínua 
vertical de color verd). 





ω =  (línia 
contínua vertical de color blau). 
Ja sigui en el cas en què s’estiguin manipulant, com si s’hi està al damunt amb el cursor, es 
pot consultar el valor de les freqüències associades a la barra inferior que apareix per 
pantalla. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
Per últim, en aquesta figura, es permet modificar també el període de mostratge ( sT ), 
manipulant les mostres (equiespaiades sT  segons) de la resposta temporal. 
 
 Mostres del sistema )(sG  (cercles de color vermell) 
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B.4. Resposta temporal dels sistemes de temps discret 
Fitxa 1: Configuració de pols i zeros en el pla z i resposta temporal    
1) Breu explicació teòrica1:  
 Un senyal de temps discret )·( sTkf  és una seqüència de nombres anomenats 
mostres ( )·( sTkf  és la funció de temps continu )(tf  en els instants de mostratge, on sT  és 










ss zTkfzFTkfZ  (cal recordar que en general [ ] )()( zFtfZ ≠ ) . 
Anàlogament amb el que passava amb les equacions diferencials que descrivien els 
sistemes de temps continu, el comportament dels sistemes de temps discret també poden 
ser descrits per equacions diferencials. Els sistemes lineals de temps discret es poden 
descriure amb equacions lineals en diferències.  
En general, un sistema lineal d’ordre n de temps discret es pot modelar per una equació 
diferencial de la forma:  
)(·)1(····)(·)(·)1(····)1(·)( 01011 krbkrbmkrbkyakyankyanky mn +++++=++++−+++ −  





































 William S. Levine, Editor. The Control Handbook. CRC Press, 1996. (Capítol 4) 
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Estabilitat del sistema 
Un sistema lineal de temps discret es considera que és estable si la resposta decau 
asimptòticament cap al zero. Això passa sempre i quan els pols del sistema de temps discret 
es trobin dins el cercle unitari del pla z. 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla z 
 En aquesta figura apareixen representats els zeros (en forma de cercles de color 
blau) i els pols de temps discret (en forma de creus de color vermell) en el pla z. 
La zona estable d’ubicació dels pols en el pla z (interior de la circumferència de radi la unitat) 
està pintada de color groc. 
Per altra banda, apareixen també dibuixats tres botons que permeten afegir i treure zeros i 
pols al sistema. Així, el botó que apareix en forma de quadrat, permet seleccionar si es vol 
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afegir/treure zeros o bé pols. Els altres dos botons (en forma de triangles) permeten realitzar 
les accions d’afegir o de treure els zeros/pols. 
Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
 
1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
Figura Resposta Graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura apareix la resposta del sistema de temps discret davant una 
entrada graó unitari (cercles de color magenta). 
Figura Resposta Impulsional (entrada impuls unitari) 
En aquesta figura apareix la resposta del sistema de temps discret davant una 
entrada impuls unitari (cercles de color magenta). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols i els zeros 
situats en el pla z amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix 
en pantalla), així com modificant-ne el seu número.  
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es faciliten alguns exemples 
que mostren diferents disposicions dels pols i dels zeros, així com la possibilitat de poder 
visualitzar la resposta impulsional i imposar guany unitari a la funció de transferència de 
temps discret: 
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 Reset: permet tornar a la mateixa disposició de figures que es troba al obrir 
l’aplicatiu. 
 1 pol real: sistema de temps discret format per un únic pol real. 
 2 pols complexes: sistema format per una parella de pols complexes 
conjugats. 
 1 zero real/1pol real: sistema format per un zero i un pol. 
 1 zero real/2 pols complexes: sistema format per un zero i una parella de pols 
complexes conjugats. 
 2 zeros complexes/2 pols complexes: sistema format per dues parelles de 
zeros i pols complexes conjugats. 
 Guany unitari: permet aplicar guany unitari a les respostes temporals. 
 Resposta Impulsional: permet visualitzar addicionalment la sortida del sistema 
davant una entrada impuls unitari. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
(*) Per tal d’aplicar guany unitari a la sortida d’un sistema de temps discret, el que es pot fer 

















































Figura Pla z 
 Zeros de temps discret (cercles de color blau) 
 Pols de temps discret (creus de color vermell) 
 Botó de selecció element afegir/treure (quadrat de color verd (zeros)/vermell (pols) 
 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color negre) 
Quan s’està manipulant o s’està al damunt dels zeros i els pols de temps discret amb el 
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Fitxa 2: Efecte de la dominància dels pols en sistemes de temps discret 
1) Breu explicació teòrica1:  
 La majoria dels sistemes de control que es troben a la pràctica són d’ordres elevats. 
A l’hora de poder estudiar aquest tipus de sistemes, quant major n’és l’ordre, més complicat 
resulta el seu estudi. És per això que resulta útil poder establir alguna aproximació d’aquest 
tipus de sistemes a sistemes d’ordre menor, sempre i quan aquesta aproximació sigui fidel a 
la resposta transitòria. 
L’ubicació de les arrels de l’equació característica en el pla z té efectes fonamentals en la 
resposta transitòria dels sistemes de control digital. És per això que per a finalitats d’anàlisi i 
de disseny, i tenint en compte el compromís mencionat anteriorment, serà important doncs 
poder classificar els pols que tenen un efecte dominant a la resposta transitòria. 










 Benjamin C. Kuo. Sistemas de control automático, 7ª Edición. Prentice Hall Hispanoamericana, S.A.   
(Capítol 7). 
Benjamin. C. Kuo. Sistemas de control digital. Compañía Editorial Continental 2003. (Capítol 7) 
 
 




Figura Pols de temps discret (pla z) 
En aquesta figura s’han mapejat els pols dominants ( antdoz min , creuetes de color 
vermell) i els considerats com a pols insignificants (
.insignifz , creuetes de color verd) de temps 
discret. 
El cercle de color blau marca la relació de dominància (on el seu radi val 
santdo Tsratio )·(·exp( minℜ , )(/)( min. antdoinsignif ssratio ℜℜ= , sT : període de mostratge).  
L’àrea del cercle unitari (zona estable d’ubicació dels pols de temps discret) s’ha pintat de 
color groc.  
Figura Selecció paràmetres 
 Apareixen en aquesta figura fins a un total de 6 botons que permeten variar l’ordre 
del sistema global (ordre global = nº de pols dominants + nº de pols considerats com a 
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 Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’han dibuixat dues respostes davant un senyal d’entrada (graó 
unitari). La resposta en forma de cercles de color vermell es correspon amb el senyal de 
sortida d’un sistema format únicament pels pols significatius (dominants), mentre que el 
senyal de color verd es correspon amb el senyal de sortida del sistema format per tots els 
pols que apareixen mapejats en el pla z (igual a l’ordre del sistema). 
El senyal de referència (de color blau cel) apareix pintat de color blau cel. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla). Es poden també 
afegir o treure pols modificant l’ordre del sistema, així com variar la relació de dominància (ja 
sigui fent ús de l’slider o variant el cercle de color blau). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’han facilitat una sèrie 
d’exemples per defecte que intenten mostrar l’efecte de la dominància dels pols de temps 
discret.  
 Reset: Exemple per defecte. 
 Exemple I: sistema d’ordre 3. 
 Exemple II: sistema d’ordre 4. 
 Exemple III: sistema d’ordre 5. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pols de temps discret (pla z) 
 Pols dominants (creuetes de color vermell) 
 Pols “insignificants” (creuetes de color verd) 
 Cercle de referència de la relació de dominància (cercle de color blau) 
Quan s’està manipulant o bé s’està al damunt dels pols amb el cursor, apareix el valor del 
seu mòdul a la barra inferior que apareix per pantalla.  
Per altra banda, tant si es manipula el cercle com si ens col·loquem damunt d’ell, també 
apareix el valor de la relació de dominància. 
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Figura Selecció paràmetres 
 Botons que permeten seleccionar l’ordre global del sistema 
 Slider relació dominància, relació [ ]15;2∈  (nombres enters) 
 
Fitxa 3: Mostres per període d’oscil·lació de la resposta 
1) Breu explicació teòrica1:  
 El número de mostres (R) per període d’oscil·lació ( pT ) de la resposta d’un sistema 
de temps continu és una característica pròpia del sistema i no depèn de l’entrada. 
Siguin pjs ωσ ·2,1 ±=  els pols de temps continu d’un sistema de segon ordre. Llavors, 
aplicant el canvi )·exp( sTsz = , on sT  és el període de mostratge, podem trobar l’expressió 
del pols de temps discret: 
)·exp(.)··)·exp(·exp()·exp( 2,12,1 pspss jzTjTTsz θωσ ±=±==  
(si 0→pθ , el pol serà real) 























Alguns dels valors més comuns es mostren en la següent taula: 




 Apunts de l’assignatura de Control amb Computador (professor: Dr. Robert Griñó Cubero). 
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pω  pθ  R 
















3/pi  6 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla z 
 En aquesta figura s’ha mapejat la parella de pols complexes conjugats de temps 
discret (creus de color negre) en el pla z. La zona estable d’ubicació dels pols en el pla 
(cercle unitari) s’ha pintat de color groc. 
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D’altra banda, s’ha pintat el lloc geomètric de freqüència pròpia –part imaginària dels pols de 
temps continu- constant (línies de color vermell). 
Figura Selecció 
 En aquesta figura apareixen les variables que governen aquest aplicatiu, així com els 
sliders que en permeten la seva modificació. 
Figura Resposta Temporal 
En aquesta figura apareix la resposta (senyal de color negre) del sistema davant una 
entrada graó unitari (senyal de color blau cel). Les mostres preses en cada instant de 
mostratge (cercles de color vermell) s’han superposat damunt la resposta així com els 
evolvents de la mateixa (línies discontínues de color gris).  
Per altra banda, s’han afegit dues rectes horitzontals indicadores del període de l’oscil·lació 
de la resposta (de color magenta) i del període de mostratge (de color verd). Per últim, també 
es mostren el número de mostres que hi ha en els 4 primers períodes (marcats amb 4 línies 
verticals de color groc) d’oscil·lació de la resposta  
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols situats en el 
pla z amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), 
així com el valor de les variables que governen l’aplicatiu.  
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es faciliten alguns exemples 
per diferents valors del número de mostres per període d’oscil·lació de la resposta. 
 
 Reset: permet tornar a la disposició de les figures que es troba al obrir 
l’aplicatiu. 
 Exemple I: R = 2: dues mostres per període d’oscil·lació. 
 Exemple II: R = 3: tres mostres per període d’oscil·lació. 
 Exemple III: R = 4: quatre mostres per període d’oscil·lació. 
 Exemple IV: R = 6: sis mostres per període d’oscil·lació. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
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Figura Pla z 
 Pols de temps discret (creus de color negre) 
 Lloc geomètric de freqüència pròpia constant (línies de color vermell) 
Quan s’està manipulant o s’està al damunt pols de temps discret amb el cursor, apareix el 
valor del seu mòdul a la barra inferior que apareix per pantalla, mentre que si es fa damunt el 
lloc geomètric, apareix el valor de la freqüència pròpia. 
Figura Selecció 
 Slider del període d’oscil·lació de la resposta: ]20,0[∈pT  segons 
 Slider del període de mostratge: ]20,0[∈sT  segons 
 Slider del número de mostres per període d’oscil·lació: ]20,0[∈R  mostres 
Figura Resposta Temporal 
 Mostres de la resposta de temps continu (cercles de color vermell) 
El programa permet modificar el període de mostratge ( sT ) manipulant les mostres de la 
resposta de temps continu. Tant si es manipulen com si s’hi està al damunt amb el cursor, 
apareix el valor del període de mostratge i de les mostres per període d’oscil·lació (R) a la 
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B.5. Resposta freqüencial dels sistemes de temps discret 
Fitxa 2: Transformació bilineal (sistemes de temps discret)   
1) Breu explicació teòrica1:  
 Un dels avantatges dels diagrames de Bode és que, en el domini s , la representació 
de les seves corbes reals pot aproximar-se a línies rectes (corbes asimptòtiques o diagrames 
asimptòtics). No obstant, aquesta característica es perd en el domini z , ja que z  està 
relacionada amb ·j ω  a través del canvi exp( · · )sz j Tω= , essent sT  el període de mostratge. 
Aquest inconvenient, que d’altra banda no permet l’aplicació directa d’alguns dels mètodes 
d’anàlisi i disseny de la resposta en freqüència, pot resoldre’s mitjançant la utilització de la 
transformada w  (transformada bilineal). Aquesta transformació converteix l’interior de la 
circumferència de radi la unitat en el semiplà esquerre del pla s . Així, la variable z  es 
transforma en la variable w , de manera que l’eix imaginari del pla w  sigui similar a l’eix 
imaginari ·j ω  del pla s . 


























La substitució de exp( · · ) cos( · ) ·sin( · )s s sz j T T j Tω ω ω= = +  a (1), condueix al resultat: 




 B. C. Kuo. Sistemas de control digital. Compañía Editorial Continental 1997. (Capítol 8). 
Katsuhiko Ogata. Sistemas de control en tiempo discreto, 2ª Edición. Prentice Hall Hispanoamericana, 
S.A. (Capítol 4). 











= . Per tant, quan z  pren valors sobre el cercle unitari,  w  és imaginària 
pura i pot escriure’s com · ww j ω= , on [0, ]2
sωω ∈  i [0, )wω ∈ ∞ . 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla z 
En aquesta primera figura s’han mapejat els pols i els zeros dels sistema de temps 
discret )(zG . Els zeros apareixen en forma de cercles de color vermell mentre que els pols 
s’han dibuixat en forma de creus del mateix color.  
La zona estable d’ubicació dels pols discrets (àrea compresa dins la circumferència de radi la 
unitat) en el pla z, s’ha pintat de color groc. 
Per altra banda, apareixen també dibuixats tres botons que permeten afegir i treure zeros i 
pols del sistema. Així, el botó que apareix en forma de quadrat, permet seleccionar si es vol 
afegir/treure zeros o bé pols. Els altres dos botons (en forma de triangles) permeten realitzar 
les accions d’afegir o de treure els zeros/pols. 
 
Pàg. 136  Annexos 
 
Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
 
1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
Figura Pla w 
 En aquesta figura s’han mapejat els zeros i els pols del sistema producte de la 
transformada bilineal ( )(wG ). Els zeros apareixen en forma de cercles de color magenta, 
mentre que els pols ho fan en forma de creus del mateix color. 
Figura Diagrama Nyquist 
 En aquesta figura s’han representat les dues corbes polars de Nyquist: 
 
• Diagrama polar del sistema de temps discret ( )G z  (corba de color vermell) 
• Diagrama polar de la transformació bilineal ( )G w  (corba color magenta) 
Figura Bode Guany 
 En aquesta figura s’han representat les corbes reals de guany (diagrames de Bode 
de guany) dels dos sistemes en qüestió. Així, es té: 
 
• Diagrama real de guany del sistema de temps discret ( )G z  (corba contínua de color 
vermell) 
• Diagrama real de guany de la transformació bilineal ( )G w  (corba contínua de color 
magenta) 
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Per altra banda, apareix també una barra indicadora de la freqüència de Nyquist: 
 







=  (línia contínua 
vertical de color negre). 
Per últim, i en cas d’haver-se seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es pot visualitzar 
la corba asimptòtica (diagrama asimptòtic) de guany de Bode del sistema )(wG : 
 
• Diagrama asimptòtic de guany de la transformació bilineal ( )G w  (línies discontínues 
de color magenta) 
Figura Bode Fase [rad] 
 L’explicació dels elements que surten representats en aquesta figura és anàloga a 
l’anterior, tenint en compte ara que els diagrames representats es corresponen amb els 
diagrames de fase dels diferents sistemes. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta darrera figura s’ha representat la resposta indicial del sistema )(zG  
(cercles de color vermell). En cas de trobar-se seleccionada l’opció que ho permet (veure 
apartat 3) d’aquesta fitxa), es dibuixen també les amplituds de la resposta en els instants de 
mostratge (línies verticals de color vermell) 
El senyal de referència (entrada graó unitari) s’ha pintat de color blau cel. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla) i el nombre (fent 
ús dels botons que apareixen dibuixats en el pla z) dels pols i dels zeros que defineixen el 
sistema de temps discret ( ( )G z ). Per altra banda, es pot modificar també el període de 
mostratge ( sT ) amb la manipulació directa de la resposta temporal, o bé indirectament amb 
la manipulació de les barres de referència de la resposta freqüencial (Bode). 
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Accedint a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, l’usuari es pot trobar 
amb les següents opcions: 
 
 Reset (G(z) = 0.5/(z+0.5): permet tornar a la configuració inicial de les figures 
que apareixen per pantalla. 
 G(z) = (z+0.2)/ (z^2-z+0.34): exemple sistema de temps discret. 
 G(z) = (z^2-0.4·z+0.08)/(z^3-0.7·z^2+0.04·z+0.102): exemple sistema de 
temps discret. 
 Resposta freqüencial (Bilineal): permet activar/desactivar la resposta 
freqüencial del sistema ( )G w . 
 Diagrames asimptòtics Bode (Bilineal): permet activar/desactivar el dibuix dels 
diagrames asimptòtics (de guany i de fase) de Bode del sistema )(wG . 
 Guany unitari en contínua: permet imposar que el guany en contínua de la 
resposta indicial del sistema )(zG  sigui unitari. 
 Impulsos senyal temporal: permet dibuixar l’amplitud del senyal temporal de 
temps discret en els instants de mostratge. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla z 
 Zeros del sistema de temps discret )(zG  (cercles de color vermell) 
 Pols del sistema de temps discret )(zG  (creus de color negre) 
 Botó de selecció pol/zero (quadrat de color negre)  
 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color verd i vermell, respectivament) 
Quan s’està manipulant o s’està al damunt d’algun zero o pol del sistema )(zG  amb el 
cursor, apareixen les seves coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Pla w 
Quan s’està damunt dels zeros i els pols de )(wG  amb el cursor,  apareixen les 
seves coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Bode Guany/Figura Bode Fase [rad] 
En aquestes dues figures, es pot modificar de manera indirecta el període de mostratge ( sT ): 
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=  (línia contínua 
vertical de color verd). 
Ja sigui en el cas en què s’estiguin manipulant, com si s’hi està al damunt amb el cursor, es 
pot consultar el valor de la freqüència de Nyquist a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
Per últim, en aquesta figura, es permet modificar també el període de mostratge ( sT ), 
manipulant la resposta temporal del sistema )(zG  . 
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B.6. El Criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode 
Fitxa 2: El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps continu 
d’ordre qualsevol) 
1) Breu explicació teòrica1:  
 El Criteri d’estabilitat de Nyquist és una eina que permet determinar l’estabilitat del 
sistema de llaç tancat a partir de la funció de transferència del sistema de llaç obert ( )(sL ).  
Es defineix l’equació PNZ += , on: 
× Z: és el número d’arrels de 0)(1 =+ sL  ubicades en el semipla dret 
del pla s (arrels amb la seva part real positiva). 
× P: és el número de pols de )(sL  ubicades en el semipla dret del pla s 
(pols amb la seva part real positiva). 
× N: és el número de semi-voltes que descriu la corba polar de  )(sL  
( )·( ωjsL = , [ ]∞∈ ,0ω ) al voltant del punt 0·1 j+− , prenent com a 
positiu el sentit horari del recorregut de la corba.  
D’aquesta manera, si 0=Z  es pot concloure que el sistema és estable en llaç tancat (si  
0>Z  el sistema és inestable en llaç tancat) 
Per altra banda, el marge de guany i el marge de fase són dues de les especificacions en el 
domini de la freqüència, relacionades amb l’estabilitat dels sistemes de llaç tancat, que ens 
indiquen ‘quant lluny estem de l’estabilitat’. 
Marge de guany 




 Benjamin C. Kuo. Sistemas de control automático, 7ª Edición. Prentice-Hall Hispanoamericana, S.A. 
(Capítol 9). 
Apunts de l’assignatura de Control amb Computador (professor: Dr. Robert Griñó Cubero). 
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En general, el marge de guany gK es defineix com: 











El guany )·( ωjsL =  és el guany de la funció de transferència isòcrona )·( ωjL  del sistema 
en llaç obert, avaluat en el punt on la corba polar de Nyquist creua amb l’eix real negatiu. La 
freqüència cω  és la freqüència de tall en aquest punt; on la fase de )·( ωjL  és de -pi  
( [ ]radjL c piω −=))·(arg( ). 
Marge de fase 
El marge de fase es defineix com: 
[ ]radjL piωγ += ))·(arg(  
Per a poder determinar el marge de fase, primer s’ha de localitzar el punt on el guany de la 
funció de transferència )·( ωjL  és igual a la unitat dBjL g 0)1(log*20)·( 10 ==ω . Aquest 
punt pot trobar-se fent la intersecció de la corba de Nyquist i la circumferència de radi la 
unitat. 
Important: El marge de guany i el marge de fase només ens donen informació sobre 
l’estabilitat del sistema en llaç tancat sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de 
Bode. Aquest criteri, cas particular del Criteri de Nyquist ( PNZ += ), és aplicable sempre i 
quan la funció de transferència en llaç obert no tingui cap pol fóra del cercle unitat ( 0=P , 
sistema estable en llaç obert). 












Figura Pla s (K,retard) 
 En aquesta figura s’han mapejat els pols (en forma de creus de color vermell) i els 
zeros (en forma de cercles de color verd) de la funció de transferència de llaç obert ( )(sL ).  
Per altra banda, apareixen també dibuixats tres botons, a la part inferior dreta de la figura, 
que permeten afegir i treure zeros i pols del sistema )(sL . Així, el botó que apareix en forma 
de quadrat, permet seleccionar si es vol afegir/treure zeros o bé pols. Els altres dos botons 
(en forma de triangles) permeten realitzar les accions d’afegir o de treure els zeros/pols. 
Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
 
1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
Aplicacions interactives per a la docència de teoria de sistemes lineals Pàg. 143 
 
Nota: en aquesta figura, el seu títol és interactiu, de manera que es pot visualitzar com es 
van actualitzant els valors del guany K i del retard pur de )(sL  a mesura que s’interacciona 
amb les diferents figures. 
Figura Bode Guany  
En aquesta figura es representa la corba de guanys de la funció isòcrona del sistema de 
temps continu en llaç obert )·( ωjsL =  (corba de color magenta). En cas d’haver-se 
seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), i sempre i quan el sistema no tingui retard 
( st 00 = ), es visualitza el diagrama asimptòtic de guany de Bode (línies discontínues de 
color magenta). 
A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
 
• Marges de guany de )·( ωjsL =  a les freqüències cω  (línies verticals de color 
vermell) 
• Línies de referència on la corba de fases talla a -180º (línies verticals de color groc) 
• Punts de tall de la corba de guanys a 0 dB’s (cercles de color gris) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Bode Fase [graus] 
En aquesta figura es representa la corba de fases de la funció isòcrona del sistema de 
temps continu en llaç obert )·( ωjsL =  (corba de color magenta). En cas d’haver-se 
seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), i sempre i quan el sistema no tingui retard 
( st 00 = ), es visualitza el diagrama asimptòtic de fase de Bode (línies discontínues de color 
magenta). Per tenir de referència, s’ha pintat una línia horitzontal ubicada a -180º  (línia 
discontínua de color blau). 
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A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
• Marges de fase de )·( ωjsL =  a les freqüències gω  (línies verticals de color verd) 
• Línies de referència on la corba de guanys talla a 0 dB’s (línies verticals de color gris) 
• Punts de tall de la corba de fases a -180º (cercles de color groc) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Diagrama de Nyquist (N,P,Z) 
En aquesta figura s’ha representat el diagrama polar de la funció de transferència 
isòcrona del sistema de temps continu en llaç obert )·( ωjL  (corba de color magenta) en 
l’interval de freqüències [ ])(),(0 fi ∞∈ω . Per tenir de referència s’ha pintat també la 
circumferència de radi la unitat (de color blau cel). 
Quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen dibuixats els marges 
de guany (línies horitzontals de color vermell) damunt l’eix real (-180º) i els de fase (arcs de 
color verd) damunt la circumferència de radi la unitat ( dB0)1(·log20 10 = ). 
Nota: en aquesta figura, el seu títol és interactiu, de manera que es pot visualitzar com es 
van actualitzant els valors de Z,N i P. 
Figura Resposta Indicial en Llaç Obert (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura es representa la sortida del sistema (senyal de color blau) de llaç 
obert ( )(sL ) i el senyal de referència (senyal de color blau cel).  
Figura Resposta Indicial en Llaç Tancat (entrada graó unitari) 
L’explicació dels elements que es representen en aquesta darrera figura és anàloga a 
la de la figura anterior. En aquest cas, però, es representa la resposta del sistema de temps 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el guany K i el retard pur del 
sistema 0t , així com la posició i el número dels pols i dels zeros que defineixen la funció de 
transferència del sistema de temps continu en llaç obert ( )(sL ). 
A més, en el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla s’han 
facilitat alguns exemples de partida. En aquest menú, s’hi pot trobar: 
 
 Reset (L(s) = 2/(s^2+s+0.61)): permet tornar a la configuració inicial de les 
figures que apareixen per pantalla. 
 L(s) = -1.5*(s+0.3)/(s^2+s+0.61): exemple il·lustratiu de l’aplicatiu. 
 L(s) = (0.2·s+1)/(s^3+2·s^2+1.61·s+0.61): exemple il·lustraitiu de l’aplicatiu. 
 Diagrames asimptòtics Bode (retard nul): permet activar els diagrames 
asimptòtics de Bode (de guany i de fase) quan el retard del sistema és nul 
( st 00 = ). 
 Resposta Temporal: permet habilitar/deshabilitar les figures on es representa 
la resposta temporal (en llaç obert i tancat). 
 Introduir guany, zeros, pols i retard...: permet introduir el guany K, els zeros i 
els pols d’una nova funció de transferència )(sL  i el retard pur del sistema 0t . 
 Introduir numerador, denominador i retard...: permet introduir els coeficients 
del numerador i el denominador d’una nova funció de transferència de )(sL  i 
el retard pur del sistema  0t . 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
La forma d’introduir el guany, el vector de zeros (z) i pols (p) de llaç obert i el retard pur serà 
la següent: [ ] [ ] 011 ,,...,,,...,, tppzzK mn , 





























Pàg. 146  Annexos 
 
La forma forma d’introduir els coeficients de numerador i denominador de ( )L s  serà la 
següent: 0 1 0 1[ , ,..., ],[ , ,..., ]n mb b b a a a , 


















0   
Figura Pla s (K,retard) 
 En aquesta figura es pot variar la posició i el número de pols i zeros de )(zL . Així, els 
elements manipulables són: 
 
 Zeros de la funció de transferència de llaç obert (cercles de color verd) 
 Pols de la funció de transferència de llaç obert (creuetes de color vermell) 
 Botó de selecció pol/zero (quadrat de color vermell/verd) 
 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color negre) 
Ja sigui quan s’estan manipulant, com si s’hi està al damunt amb el cursor, apareixen les 
coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla.  
Figura Bode Guany  
 Guany K  de )(sL  
En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el guany K  de )(sL . Qualsevol punt 
de la corba de guanys relaciona directament el valor de la constant de proporcionalitat. Així, 
si ens col·loquem damunt de qualsevol punt del diagrama de guanys, es pot modificar el 
valor de K  arrastrant la corba cap amunt (si es vol augmentar el guany) o cap avall (si es vol 
disminuir). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , de la constant K  i del guany [ ]dB  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
guany, apareixen els valors de cω  [ ]srad /  i els seus valors [ ]dB . 
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Figura Bode Fase [graus] 
 Retard pur del sistema )(sL  
En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el retard pur de )(sL . Qualsevol punt 
de la corba de fases es pot relacionar amb el retard pur del sistema. Així, si ens col·loquem 
damunt de qualsevol punt del diagrama de fases, es pot  modificar el valor de 0t  arrastrant la 
corba cap amunt (si es vol disminuir el número de retards) o cap avall (si es vol augmentar). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , del nombre de retards R i de la fase [ ]º  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
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Fitxa 3: El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps discret 
de segon ordre) 
1) Breu explicació teòrica1:  
 El Criteri d’estabilitat de Nyquist és una eina que permet determinar l’estabilitat del 
sistema de llaç tancat a partir de la funció de transferència del sistema de llaç obert ( )(zL ).  
Es defineix l’equació PNZ += , on: 
× Z: és el número d’arrels de 0)(1 =+ zL  amb mòdul 1>z . 
× P: és el número de pols de )(zL  amb mòdul 1>z . 
× N: és el número de semi-voltes que descriu la corba polar de )(zL  
( )··(exp( sTjL ω , [ ]ss T/2/,0 piωω =∈ ) al voltant del punt  
0·1 j+− , prenent com a positiu el sentit horari del recorregut de la 
corba. sT  és el període de mostratge 
D’aquesta manera, si 0=Z  es pot concloure que el sistema és estable en llaç tancat (si  
0>Z  el sistema és inestable en llaç tancat) 
Per altra banda, el marge de guany i el marge de fase són dues de les especificacions en el 
domini de la freqüència, relacionades amb l’estabilitat dels sistemes de llaç tancat, que ens 
indiquen ‘quant lluny estem de l’estabilitat’. 
Marge de guany 
En general, el marge de guany gK es defineix com: 
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El guany ))··exp(( sc TjzL ω=  és el guany de la funció de transferència isòcrona 
))··exp(( sTjzL ω=  del sistema en llaç obert, avaluat en el punt on la corba polar de Nyquist 
creua amb l’eix real negatiu. La freqüència cω  és la freqüència de tall en aquest punt; on la 
fase de (exp( · · ))sL j Tω  és de -pi  ( [ ]radTjL sc piω −=)))··(exp(arg( ). 
Marge de fase 
El marge de fase es defineix com: 
[ ]radTjL ss piωγ += )))··(exp(arg(  
Per a poder determinar el marge de fase, primer s’ha de localitzar el punt on el guany de la 
funció de transferència (exp( · · ))sL j Tω  és igual a la unitat 
dBTjL sg 0)1(log*20))··(exp( 10 ==ω . Aquest punt pot trobar-se fent la intersecció de la 
corba de Nyquist i la circumferència de radi la unitat. 
Important: El marge de guany i el marge de fase només ens donen informació sobre 
l’estabilitat del sistema en llaç tancat sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de 
Bode. Aquest criteri, cas particular del Criteri de Nyquist ( PNZ += ), és aplicable sempre i 
quan la funció de transferència en llaç obert no tingui cap pol fóra del cercle unitat ( 0=P , 
sistema estable en llaç obert). 















Figura Selecció paràmetres 
 En aquesta figura apareix representada la funció de transferència del sistema de 
temps discret en llaç obert )(zL  d’aquest aplicatiu. Apareixen també els diferents sliders que 
permeten modificar-ne els seus paràmetres. 
Figura Bode Guany  
En aquesta figura es representa la corba de guanys de la funció isòcrona del sistema de 
temps discret en llaç obert ))··exp(( sTjzL ω=  en l’interval de freqüències 





ω pi∈ =  (corba de color magenta). S’ha pintat una línia de referència a 
sT/piω =  (línia vertical de color negre). 
A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
 
• Marges de guany de ))··exp(( sTjzL ω=  a les freqüències cω  (línies verticals de 
color vermell) 
• Línies de referència on la corba de fases talla a -180º (línies verticals de color groc) 
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• Punts de tall de la corba de guanys a 0 dB’s (cercles de color gris) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Bode Fase [graus] 
En aquesta figura es representa la corba de fases de la funció isòcrona del sistema de 
temps discret en llaç obert ))··exp(( sTjzL ω=  en l’interval de freqüències 





ω pi∈ =  (corba de color magenta). Per tenir de referència, s’han pintat dues 
línies , una de vertical a sT/piω =  (línia contínua de color negre) i una altra a  
-180º (línia discontínua de color blau). 
A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
 
• Marges de fase de ))··exp(( sTjzL ω=  a les freqüències gω  (línies verticals de color 
verd) 
• Línies de referència on la corba de guanys talla a 0 dB’s (línies verticals de color gris) 
• Punts de tall de la corba de fases a -180º (cercles de color groc) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Diagrama de Nyquist (N,P,Z) 
En aquesta figura s’ha representat el diagrama polar de la funció de transferència 
isòcrona del sistema de temps discret en llaç obert ))··(exp( sTjL ω  (corba de color magenta) 
en l’interval de freqüències [0( ), / ( )] [0( ), ( )]
2
s
si T f i f
ω
ω pi∈ = . Per tenir de referència s’ha 
pintat també la circumferència de radi la unitat (de color blau cel). 
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Quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen dibuixats els marges 
de guany (línies horitzontals de color vermell) damunt l’eix real (-180º) i els de fase (arcs de 
color verd) damunt la circumferència de radi la unitat ( dB0)1(·log20 10 = ). 
Nota: en aquesta figura, el seu títol és interactiu, de manera que es pot visualitzar com es 
van actualitzant els valors de Z,N i P. 
Figura Resposta Indicial en Llaç Obert (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura es representa la sortida del sistema (senyal en forma de cercles de 
color vermell) de llaç obert ( )(zL ) i el senyal de referència (senyal en forma de cercles de 
color blau cel). En cas d’haver-se seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es pot 
visualitzar l’amplitud de la resposta en els instants de mostratge (línies verticals de color 
vermell). 
Figura Resposta Indicial en Llaç Tancat (entrada graó unitari) 
L’explicació dels elements que es representen en aquesta darrera figura és anàloga a 
la de la figura anterior. En aquest cas, però, es representa la resposta del sistema de temps 








L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant els valors que defineixen la 
funció de transferència del sistema de temps discret en llaç obert ( )(zL ) mitjançant els 
sliders que es faciliten. 
A més, en el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla, s’hi pot 
trobar: 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemple I: exemple il·lustratiu de l’aplicatiu. 
 Exemple II: exemple il·lustraitiu de l’aplicatiu. 
 Resposta Temporal: permet habilitar/deshabilitar les figures on es representa 
la resposta temporal (en llaç obert i tancat). 
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 Amplitud Resposta Temporal: permet activar la visualització de l’amplitud de 
la resposta temporal en els instants de mostratge. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Selecció paràmetres 
Els diferents sliders que apareixen en aquesta figura permeten modificar els paràmetres 
següents: 
 Guany de )(zL : K ∈ [0,2] 
 Zero real: a∈ [-2,2] 
 Pols reals: b1, b2∈ [-2,2] 
 Número de retards (nombre enter): R∈ [0,10]: es correspon amb el número de pols 
de )(zL  ubicats a l’origen. 
Figura Bode Guany  
 Guany K  de )(zL  
En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el guany K  de )(zL . Qualsevol punt 
de la corba de guanys relaciona directament el valor de la constant de proporcionalitat. Així, 
si ens col·loquem damunt de qualsevol punt del diagrama de guanys, es pot modificar el 
valor de K  arrastrant la corba cap amunt (si es vol augmentar el guany) o cap avall (si es vol 
disminuir). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , de la constant K  i del guany [ ]dB  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
guany, apareixen els valors de cω  [ ]srad /  i els seus valors [ ]dB . 
Figura Bode Fase [graus] 
 Número de retards de )(zL  
En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el nombre de retards de )(zL . 
Qualsevol punt de la corba de fases relaciona el nombre de retards del sistema. Així, si ens 
col·loquem damunt de qualsevol punt del diagrama de fases, es pot  modificar el valor de R 
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arrastrant la corba cap amunt (si es vol disminuir el número de retards) o cap avall (si es vol 
augmentar). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , del nombre de retards R i de la fase [ ]º  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
fase, apareixen els valors de gω  [ ]srad /  i els seus valors [ ]º . 
 
Fitxa 4: El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps discret 
d’ordre qualsevol) 
1) Breu explicació teòrica1:  
 El Criteri d’estabilitat de Nyquist és una eina que permet determinar l’estabilitat del 
sistema de llaç tancat a partir de la funció de transferència del sistema de llaç obert ( )(zL ).  
Es defineix l’equació PNZ += , on: 
× Z: és el número d’arrels de 0)(1 =+ zL  amb mòdul 1>z . 
× P: és el número de pols de )(zL  amb mòdul 1>z . 
× N: és el número de semi-voltes que descriu la corba polar de )(zL  
( )··(exp( sTjL ω , [ ]ss T/2/,0 piωω =∈ ) al voltant del punt  
0·1 j+− , prenent com a positiu el sentit horari del recorregut de la 
corba. sT  és el període de mostratge 




 B. C. Kuo. Sistemas de control digital. Compañía Editorial Continental 1997. (Capítol 8). 
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D’aquesta manera, si 0=Z  es pot concloure que el sistema és estable en llaç tancat (si  
0>Z  el sistema és inestable en llaç tancat) 
Per altra banda, el marge de guany i el marge de fase són dues de les especificacions en el 
domini de la freqüència, relacionades amb l’estabilitat dels sistemes de llaç tancat, que ens 
indiquen ‘quant lluny estem de l’estabilitat’. 
Marge de guany 















El guany ))··exp(( sc TjzL ω=  és el guany de la funció de transferència isòcrona 
))··exp(( sTjzL ω=  del sistema en llaç obert, avaluat en el punt on la corba polar de Nyquist 
creua amb l’eix real negatiu. La freqüència cω  és la freqüència de tall en aquest punt; on la 
fase de (exp( · · ))sL j Tω  és de -pi  ( [ ]radTjL sc piω −=)))··(exp(arg( ). 
Marge de fase 
El marge de fase es defineix com: 
[ ]radTjL ss piωγ += )))··(exp(arg(  
 
Per a poder determinar el marge de fase, primer s’ha de localitzar el punt on el guany de la 
funció de transferència (exp( · · ))sL j Tω  és igual a la unitat 
dBTjL sg 0)1(log*20))··(exp( 10 ==ω . Aquest punt pot trobar-se fent la intersecció de la 
corba de Nyquist i la circumferència de radi la unitat. 
                                                                                                                                                 
Apunts de l’assignatura de Control amb Computador (professor: Dr. Robert Griñó Cubero) 
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Important: El marge de guany i el marge de fase només ens donen informació sobre 
l’estabilitat del sistema en llaç tancat sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de 
Bode. Aquest criteri, cas particular del Criteri de Nyquist ( PNZ += ), és aplicable sempre i 
quan la funció de transferència en llaç obert no tingui cap pol fóra del cercle unitat ( 0=P , 
sistema estable en llaç obert). 










Figura Pla z (K,R) 
 En aquesta figura s’han mapejat els pols (en forma de creus de color vermell) i els 
zeros (en forma de cercles de color verd) de la funció de transferència de llaç obert ( )(zL ).  
Per altra banda, apareixen també dibuixats tres botons, a la part inferior dreta de la figura, 
que permeten afegir i treure zeros i pols del sistema )(zL . Així, el botó que apareix en forma 
de quadrat, permet seleccionar si es vol afegir/treure zeros o bé pols. Els altres dos botons 
(en forma de triangles) permeten realitzar les accions d’afegir o de treure els zeros/pols. 
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Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
 
1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
I per últim, també s’han disposat tres botons, a la part inferior esquerra de la figura, que 
permeten afegir/treure retards a la funció de transferència )(zL . Així, si s’afegeix un element 
de retard, s’està afegint un pol a l’origen, mentre que si el que es fa és treure’n (en cas de 
què ja no n’existeixin), el que es fa és incloure zeros a l’origen. 
Nota: en aquesta figura, el seu títol és interactiu, de manera que es pot visualitzar com es 
van actualitzant els valors del guany K i de retards R de )(zL  a mesura que s’interacciona 
amb les diferents figures. 
Figura Bode Guany  
En aquesta figura es representa la corba de guanys de la funció isòcrona del sistema de 
temps discret en llaç obert ))··exp(( sTjzL ω=  en l’interval de freqüències 





ω pi∈ =  (corba de color magenta). S’ha pintat una línia de referència a 
sT/piω =  (línia vertical de color negre). 
 
A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
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• Marges de guany de ))··exp(( sTjzL ω=  a les freqüències cω  (línies verticals de 
color vermell) 
• Línies de referència on la corba de fases talla a -180º (línies verticals de color groc) 
• Punts de tall de la corba de guanys a 0 dB’s (cercles de color gris) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Bode Fase [graus] 
En aquesta figura es representa la corba de fases de la funció isòcrona del sistema de 
temps discret en llaç obert ))··exp(( sTjzL ω=  en l’interval de freqüències 





ω pi∈ =  (corba de color magenta). Per tenir de referència, s’han pintat dues 
línies , una de vertical a sT/piω =  (línia contínua de color negre) i una altra a  
-180º (línia discontínua de color blau). 
A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
 
• Marges de fase de ))··exp(( sTjzL ω=  a les freqüències gω  (línies verticals de color 
verd) 
• Línies de referència on la corba de guanys talla a 0 dB’s (línies verticals de color gris) 
• Punts de tall de la corba de fases a -180º (cercles de color groc) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Diagrama de Nyquist (N,P,Z) 
En aquesta figura s’ha representat el diagrama polar de la funció de transferència 
isòcrona del sistema de temps discret en llaç obert ))··(exp( sTjL ω  (corba de color magenta) 
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en l’interval de freqüències [0( ), / ( )] [0( ), ( )]
2
s
si T f i f
ω
ω pi∈ = . Per tenir de referència s’ha 
pintat també la circumferència de radi la unitat (de color blau cel). 
Quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen dibuixats els marges 
de guany (línies horitzontals de color vermell) damunt l’eix real (-180º) i els de fase (arcs de 
color verd) damunt la circumferència de radi la unitat ( dB0)1(·log20 10 = ). 
Nota: en aquesta figura, el seu títol és interactiu, de manera que es pot visualitzar com es 
van actualitzant els valors de Z,N i P. 
Figura Resposta Indicial en Llaç Obert (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura es representa la sortida del sistema (senyal en forma de cercles de 
color vermell) de llaç obert ( )(zL ) i el senyal de referència (senyal en forma de cercles de 
color blau cel). En cas d’haver-se seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es pot 
visualitzar l’amplitud de la resposta en els instants de mostratge (línies verticals de color 
vermell). 
Figura Resposta Indicial en Llaç Tancat (entrada graó unitari) 
L’explicació dels elements que es representen en aquesta darrera figura és anàloga a 
la de la figura anterior. En aquest cas, però, es representa la resposta del sistema de temps 








L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el guany K i la posició i el 
número dels pols i dels zeros que defineixen la funció de transferència del sistema de temps 
discret en llaç obert ( )(zL ). 
A més, en el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla s’han 
facilitat alguns exemples de partida. En aquest menú, s’hi pot trobar: 
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 Reset (L(z) = 0.6*(z-0.3)/(z^2+0.4·z)): permet tornar a la configuració inicial de 
les figures que apareixen per pantalla. 
 L(z) = (z+0.2)/(z^2-z+0.34): exemple il·lustratiu de l’aplicatiu. 
 L(z) = 2*(z^2-0.4·z+0.08)/(z·(z^3-0.7·z^2+0.04·z+0.102)): exemple il·lustraitiu 
de l’aplicatiu. 
 Resposta Temporal: permet habilitar/deshabilitar les figures on es representa 
la resposta temporal (en llaç obert i tancat). 
 Amplitud Resposta Temporal: permet activar la visualització de l’amplitud de 
la resposta temporal en els instants de mostratge. 
 Introduir guany, zeros i pols...: permet introduir el guany K, els zeros i els pols 
d’una nova funció de transferència )(zL . 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
La forma d’introduir el guany i el vector de zeros (z) i pols (p) de llaç obert serà la següent: 
[ ] [ ]mn ppzzK ,...,,,...,, 11 , 



























Figura Pla z (K,R) 
En aquesta figura es pot variar la posició i el número de pols i zeros de )(zL . Així, els 
elements manipulables són: 
 
 Zeros de la funció de transferència de llaç obert (cercles de color verd) 
 Pols de la funció de transferència de llaç obert (creuetes de color vermell) 
 Botó de selecció pol/zero (quadrat de color negre) 
 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color verd/vermell) 
 Botons afegir/treure retards (triangles de color verd/vermell) 
Ja sigui quan s’estan manipulant, com si s’hi està al damunt amb el cursor, apareixen les 
coordenades i el mòdul dels zeros i dels pols, a la barra inferior que apareix per pantalla.  
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Figura Bode Guany  
 Guany K  de )(zL  
En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el guany K  de )(zL . Qualsevol punt 
de la corba de guanys relaciona directament el valor de la constant de proporcionalitat. Així, 
si ens col·loquem damunt de qualsevol punt del diagrama de guanys, es pot modificar el 
valor de K  arrastrant la corba cap amunt (si es vol augmentar el guany) o cap avall (si es vol 
disminuir). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , de la constant K  i del guany [ ]dB  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
guany, apareixen els valors de cω  [ ]srad /  i els seus valors [ ]dB . 
Figura Bode Fase [graus] 
 Número de retards de )(zL  : es correspon amb el número de pols de )(zL  ubicats a 
l’origen. 
En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el nombre de retards de )(zL . 
Qualsevol punt de la corba de fases relaciona el nombre de retards del sistema. Així, si ens 
col·loquem damunt de qualsevol punt del diagrama de fases, es pot  modificar el valor de R 
arrastrant la corba cap amunt (si es vol disminuir el número de retards) o cap avall (si es vol 
augmentar). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , del nombre de retards R i de la fase [ ]º  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
fase, apareixen els valors de gω  [ ]srad /  i els seus valors [ ]º . 
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B.7. El lloc geomètric de les arrels 
Fitxa 1: El lloc geomètric de les arrels (sistemes de temps continu)   
1) Breu explicació teòrica1:  
 Es tracta d’estudiar el lloc geomètric definit per les arrels de l’equació característica 
del sistema de llaç tancat al variar un paràmetre. En general, el paràmetre que es varia 
correspon a un controlador proporcional ( )K , col·locat en sèrie amb la planta )(sG p . Si la 
transmitància del sistema en llaç obert ve donada per 
1
1









L s K L s
L s K G s H s










s pertany al lloc geomètric si, i només si, s és un zero del polinomi ( ) · ( )DEN NUML s K L s+  
(polinomi característic), o el que és el mateix, si és una arrel de l’equació característica 
0)(·1 =+ sLK . El dibuix del lloc geomètric aprofita el coneixement dels zeros iz  (final del 
lloc geomètric) i els pols lp  (inici del lloc geomètric) de la transmitància de llaç obert ( )L s  i 
en ell es representen les arrels de l’equació característica per a tots els valor de ),0[ ∞∈K . 
La resposta temporal d’un sistema en anell tancat es relaciona estretament amb la 
localització dels pols en anell tancat. Si el sistema té un guany de llaç variable, la localització 
dels pols en anell tancat depèn del valor del guany de llaç escollit. Per tant, és important que 
el dissenyador conegui com es mouen els pols de llaç tancat (arrels del polinomi característic 
del sistema) a mesura que es va variant el valor del guany. 




 Katsuhiko Ogata. Sistemas de control en tiempo discreto, 2ª Edición. Prentice Hall 
Hispanoamericana, S.A. (Capítol 4) 
Katsuhiko Ogata. Ingeniería de Control Moderna, 4ªEdición. Pearson, Prentice Hall, 2004. (Capítol 6) 
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Per a aquestes finalitats, el mètode del lloc geomètric de les arrels resulta molt útil.  
2) Pantalla: 
 
Figura ll.g.a (Lloc geomètric de les arrels) 
En aquesta figura s’ha dibuixat el lloc geomètric de les arrels de llaç tancat (pintat de 
color blau). La zona estable d’ubicació dels pols de temps continu (semiplà esquerre del pla 
s) s’ha pintat de color groc. 
Entre les diferents opcions que es poden visualitzar (veure apartat 3) d’aquesta fitxa),   hi 
apareixen: 
 
• Zeros de la funció de transferència de llaç obert (cercles de color verd)  
• Pols de la funció de transferència de llaç obert (creuetes de color vermell)  
• Pols de la funció de transferència de llaç tancat (triangles de color negre)  
• Asímptotes del lloc geomètric (línies discontínues de color blau cel)  
• Centroide dels asímptotes del lloc geomètric (‘diamant’ de color magenta)  
• Punts de bifurcació del lloc geomètric (quadrats de color magenta)  
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Per últim, s’han facilitat 3 botons que permeten afegir/treure (en forma de triangles de color 
negre) pols/zeros (quadrat de color vermell/verd) de llaç obert segons convingui. 
Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
 
1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
Figura Resposta graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat l’entrada (senyal de referència de color blau cel) i la 
sortida de llaç tancat del sistema (senyal de color blau). 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el número (mitjançant l’ús dels 
botons que apareixen en el pla s) i la seva posició mitjançant l’opció Manipulate (icona amb 
forma de dit del submenú que apareix en pantalla) dels pols i els zeros de llaç obert. Amb la 
mateixa opció, també es poden modificar els pols de llaç tancat. 
Es dóna també la possibilitat d’introduir una funció de transferència de llaç obert qualsevol 
( ( )L s ).  
En aquest aplicatiu s’han facilitat alguns exemples de funcions de tranferència de llaç obert 
( ( )L s ) que es poden seleccionar en el menú Settings que apareix a la barra superior que 
apareix per pantalla. En aquest menú s’hi pot trobar: 
 
 Reset (L(s) = 5/(s^2+s+1)): permet tornar a la configuració inicial de les 
figures que apareixen per pantalla. 
 L(s) = 1/ (s·(s+2)·(s+3)): exemple funció de transferència de llaç obert. 
 L(s) = (1+0.1·s)/(s·(1+s)·(1+0.25·s)): exemple funció de transferència de llaç 
obert. 
 L(s)=((s+1)·(s+3))/(s·(s^3+5·s^2+7·s+1)): exemple funció de transferència de 
llaç obert. 
 L(s) = (s^2+2·s+2)/(s^2-s+0.5): exemple funció de transferència de llaç obert. 
 Dibuixar centroide i asímptotes: permet activar/desactivar el dibuix del 
asímptotes del lloc geomètric així com el del seu centroide. 
 Dibuixar punts de bifurcació: permet activar/desactivar el dibuix dels punts de 
bifurcació del lloc geomètric. 
 Introduir zeros i pols: permet introduir zeros i pols i crear una nova funció de 
transferència de llaç obert ( ( )L s ). 
 Introduir coeficients numerador i denominador: permet introduir els coeficients 
del numerador i del denominador de ( )L s . 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
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La forma d’introduir el vector de zeros (z) i pols (p) de llaç obert i els coeficients del 
numerador i el denominador de la funció de transferència de llaç obert ( ( )L s ) serà la 
següent: 
 Zeros i pols ( ( )L s ): 1 1[ ,..., ],[ ,..., ]n mz z p p  
 Numerador i denominador ( ( )L s ): 0 1 0 1[ , ,..., ],[ , ,..., ]n mb b b a a a , 
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Figura ll.g.a (Lloc geomètric de les arrels) 
 En aquesta figura, com s’ha comentat, es poden manipular els següents elements: 
 
 Zeros de la funció de transferència de llaç obert (cercles de color verd) 
 Pols de la funció de transferència de llaç obert (creuetes de color vermell) 
 Pols de la funció de transferència del sistema de llaç tancat (triangles de color negre) 
 Botó de selecció pol/zero (quadrat de color vermell/verd) 
 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color negre) 
Ja sigui quan s’estan manipulant, com si s’hi està al damunt amb el cursor, apareixen les 
coordenades dels zeros i dels pols a la barra inferior que apareix per pantalla. En el cas en 
què es manipulin els pols de llaç tancat, es pot consultar el valor de la constant K  associada 
a la posició d’aquests pols. 
Per altra banda, i en cas de visualitzar-se, si ens col·loquem amb el cursor damunt del 
centroide o dels punts de bifurcació, podem consultar també el valor de les seves 
coordenades d’igual manera. 
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B.8. Introducció al disseny de compensadors 
Fitxa 1: Compensador d’avanç de fase de temps continu 
1) Breu explicació teòrica1:  
 Les principals característiques del compensador d’avanç de fase són: 
 
- augmenta la fase del sistema de llaç obert a la freqüència de disseny 
- amplia l’ample de banda del sistema de llaç tancat 
- disseny del marge de fase  









= , 10,0 <<> ατ  (la freqüència del zero és inferior a la del pol) 
L’essència de qualsevol compensador és que serveixi per satisfer unes especificacions 
requerides. Així, el bon disseny d’un compensador d’avanç de fase consisteix en col·locar el 
pol ( τα ·/1−=p ) i el zero ( τ/1−=z ) de )(sGc  de tal manera que es compleixin unes 
determinades especificacions de disseny. 
Alguns del paràmetres que cal tenir en compte són: 
 
o freqüència del zero del compensador: [ ]sradzero //1 τω =  
o freqüència del pol del compensador: [ ]sradpol /·/1 ταω =  
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o freqüència de fase màxima (freqüència de disseny): [ ]sradm /·/1 ταω =  













o guany (a la freqüència de fase màxima):  
α
ω
1)( =mcG , dBG dBmc )10ln(
)·ln(10)( αω −=  







)·ln(20)( αω −=∞→  
2) Pantalla: 
 
Figura Quadre Resum 
En aquesta primera figura es mostren les expressions interactives dels paràmetres 
més rellevants del compensador d’avanç de fase: 
 
• freqüència del zero del compensador (de color verd) 
• freqüència del pol del compensador (de color vermell) 
• freqüència de fase màxima (de color blau) 
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• fase màxima del compensador (de color blau) 
• guany associat a la freqüència de fase màxima (de color blau) 
• guany en règim estacionari (de color magenta) 
Figura Bode Guany Compensador 
En aquesta figura s’hi ha representat el diagrama de Bode de guanys del 
compensador (corba contínua de color blau) i el seu corresponent diagrama asimptòtic (línies 
discontínues de color gris fosc). 
Per altra banda, també s’hi han superposat alguns símbols que es corresponen amb alguns 
dels paràmetres rellevants del controlador. Així, s’hi ha senyalat: 
 
• freqüència del zero del compensador (cercle de color verd col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
• freqüència del pol del compensador (creu de color vermell col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
• guany associat a la freqüència de fase màxima (quadrat de color blau 
col·locat damunt la corba real de guanys) 
• guany en règim estacionari (quadrat de color magenta col·locat damunt la 
corba real de guanys) 
Figura Bode Fase Compensador [graus] 
En aquesta figura s’hi ha representat el diagrama de Bode de fases del compensador 
(corba contínua de color blau) i el seu corresponent diagrama asimptòtic (línies discontínues 
de color gris fosc). 
Per altra banda, també s’hi han superposat alguns símbols que es corresponen amb alguns 
dels paràmetres rellevants del controlador. Així, s’hi ha senyalat: 
 
• freqüència del zero del compensador (cercle de color verd col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
• freqüència del pol del compensador (creu de color vermell col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
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• fase màxima del compensador (quadrat de color blau intens col·locat damunt 
la corba real de fases) 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta darrera figura s’hi visualitza la resposta indicial en llaç obert del 
compensador d’avanç de fase (senyal de color blau) davant el senyal de referència (senyal 
de color blau cel) graó unitari. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la freqüència del pol i del zero 
del compensador d’avanç, així com el valor de la fase màxima (i la seva freqüència 
associada) aportada per aquest mitjançant l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del 
submenú que apareix en pantalla). 
En el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla, s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Bode Guany Compensador 
 En aquesta figura es permet la manipulació de: 
 Freqüència del pol del compensador (creu de color vermell) 
 Freqüència del zero del compensador (cercle de color verd) 
Ja sigui en el cas en què s’estiguin manipulant aquests elements, com si s’hi està al damunt 
amb el cursor, es pot consultar el seu valor a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Per altra banda, si s’està al damunt dels quadrats que senyalen el guany del compensador 
on la fase és màxima (de color blau), o bé damunt el que senyala el guany en règim 
estacionari (de color magenta), també se’n poden consultar els seus valors. 
Figura Bode Fase Compensador [graus] 
 En aquesta figura es permet la manipulació de: 
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 Freqüència del pol del compensador (creu de color vermell) 
 Freqüència del zero del compensador (cercle de color verd) 
 Freqüència de fase màxima i fase màxima del compensador (quadrat de color 
blau intens) 
Ja sigui en el cas en què s’estiguin manipulant aquests elements, com si s’hi està al damunt 
amb el cursor, es pot consultar el seu valor a la barra inferior que apareix per pantalla. 
 
Fitxa 2: Compensador de retard de fase de temps continu 
1) Breu explicació teòrica1:  
 Les principals característiques del compensador de retard de fase són: 
 
- redueix l’ample de banda del sistema de llaç tancat 
- modifica la corba de guanys sense modificar considerablement la fase 
- disseny del marge de fase  









= , 1,0 >> βτ  (la freqüència del zero és superior a la del pol) 
L’essència de qualsevol compensador és que serveixi per satisfer unes especificacions 
requerides. Així, el bon disseny d’un compensador de retard de fase consisteix en col·locar el 
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pol ( τβ ·/1−=p ) i el zero ( τ/1−=z ) de )(sGc  de tal manera que es compleixin unes 
determinades especificacions de disseny. 
Alguns del paràmetres que cal tenir en compte són: 
 
o freqüència del zero del compensador: [ ]sradzero //1 τω =  
o freqüència del pol del compensador: [ ]sradpol /·/1 τβω =  
o freqüència de disseny: [ ]sradc //10 τω =  














o guany avaluat a cω :  
2
·1001












)·ln(20)( βω −=∞→  




Figura Quadre Resum 
En aquesta primera figura es mostren les expressions interactives dels paràmetres 
més rellevants del compensador d’avanç de fase: 
 
• freqüència del zero del compensador (de color verd) 
• freqüència del pol del compensador (de color vermell) 
• freqüència de disseny (de color blau) 
• fase a la freqüència de disseny (de color blau) 
• guany associat a la freqüència de disseny (de color blau) 
• guany en règim estacionari (de color magenta) 
Figura Bode Guany Compensador 
En aquesta figura s’hi ha representat el diagrama de Bode de guanys del 
compensador (corba contínua de color blau) i el seu corresponent diagrama asimptòtic (línies 
discontínues de color gris fosc). 
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Per altra banda, també s’hi han superposat alguns símbols que es corresponen amb alguns 
dels paràmetres rellevants del controlador. Així, s’hi ha senyalat: 
 
• freqüència del zero del compensador (cercle de color verd col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
• freqüència del pol del compensador (creu de color vermell col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
• guany associat a la freqüència de disseny (quadrat de color blau intens 
col·locat damunt la corba real de guanys) 
• guany en règim estacionari (quadrat de color magenta col·locat damunt la 
corba real de guanys) 
Figura Bode Fase Compensador [graus] 
En aquesta figura s’hi ha representat el diagrama de Bode de fases del compensador 
(corba contínua de color blau) i el seu corresponent diagrama asimptòtic (línies discontínues 
de color gris fosc). 
Per altra banda, també s’hi han superposat alguns símbols que es corresponen amb alguns 
dels paràmetres rellevants del controlador. Així, s’hi ha senyalat: 
 
• freqüència del zero del compensador (cercle de color verd col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
• freqüència del pol del compensador (creu de color vermell col·locat damunt 
l’eix horitzontal de freqüències) 
• fase associada a la freqüència de disseny (quadrat de color blau col·locat 
damunt la corba real de fases) 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta darrera figura s’hi visualitza la resposta indicial en llaç obert del 
compensador de retard de fase (senyal de color blau) davant el senyal de referència (senyal 
de color blau cel) graó unitari. 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la freqüència del pol i del zero 
del compensador de retard, així com el valor de la freqüència de disseny i del guany associat 
aportat per aquest, mitjançant l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que 
apareix en pantalla). 
En el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla, s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Bode Guany Compensador 
 En aquesta figura es permet la manipulació de: 
 Freqüència del pol del compensador (creu de color vermell) 
 Freqüència del zero del compensador (cercle de color verd) 
 Freqüència de disseny i guany associat (quadrat de color blau intens) 
Ja sigui en el cas en què s’estiguin manipulant aquests elements, com si s’hi està al damunt 
amb el cursor, es pot consultar el seu valor a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Per altra banda, si s’està al damunt del quadrat que senyala el guany en règim estacionari 
(de color magenta), també se’n poden consultar el seu valor. 
Figura Bode Fase Compensador [graus] 
 En aquesta figura es permet la manipulació de: 
 Freqüència del pol del compensador (creu de color vermell) 
 Freqüència del zero del compensador (cercle de color verd) 
Ja sigui en el cas en què s’estiguin manipulant aquests elements, com si s’hi està al damunt 
amb el cursor, es pot consultar el seu valor a la barra inferior que apareix per pantalla. 
Per altra banda, si s’està al damunt del quadrat que senyala la fase avaluada a la freqüència 
de disseny (de color blau), també se’n poden consultar el seu valor. 
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Fitxa 4: Disseny d’un compensador de retard de fase (dipol) de temps discret 
mitjançant la tècnica del lloc geomètric 
1) Breu explicació teòrica1:  








=)( . Per tal que sigui un compensador de retard de fase cal que compleixi 
les següents restriccions: 11 ≤<≤− cc pz  (aquestes restriccions garanteixen que el sistema 
és de fase mínima (el pol i el zero són dins el cercle de radi la unitat) i que el pol estigui 
ubicat a la dreta del zero). 




















)( , i que l’objectiu és fixar uns pols de llaç tancat ( dz ) de la planta 
(sistema sense compensar). 
Doncs bé, els passos a seguir per dissenyar el compensador (es tenen tres incògnites) 
mitjançant la tècnica del lloc geomètric són els següents: 
 
1) S’aplica la condició de mòdul del sistema sense compensar i es calcula la constant de 





K =  
Per tal de verificar que el pols pertanyen al lloc geomètric es pot aplicar la condició 
d’angle. 
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2) Es calcula la constant de precisió ( vp KK ,  o aK , segons si la planta té cap, un o dos 































3) Es determina l’increment de guany que ha d’introduir el compensador, on ara 22 , vp KK  o 


























































































KK = , i essent l’increment de guany 12 iii KKK −=∆ . 
4) Es fixa el pol del compensador ( 1≤z ) arbitràriament prop de 1=z . 
5) Es fixa el zero del compensador per tal que aquest tingui un guany en règim estacionari 












Per tal que dz  pertanyin al lloc geomètric, el compensador ha d’incorporar el guany de la 







= ·)(  
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Finalment, un cop aplicat aquest procediment de disseny, i trobats els 3 paràmetres que 
defineixen el compensador de retard de fase ( cc zK ,  i cp ), cal verificar que el sistema de llaç 
tancat compleix amb les especificacions. 
2) Pantalla: 
 
Figura Selecció Disseny Compensador 
 En aquesta primera figura apareixen els botons que permeten seleccionar si es vol 
aplicar la tècnica mitjançant la fixació de la precisió del sistema compensat, o bé, la 
manipulació lliure (del pol i el zero) del compensador. Així, es té: 
 
• Botó de selecció de la tècnica mitjançant la fixació de la precisió (quadrat de 
color verd) 
• Botó de selecció ‘compensador lliure’ (quadrat de color magenta) 
Per altra banda, sempre i quan es pugui aplicar la tècnica de disseny mencionada, apareix 
també l’expressió interactiva del compensador de retard dissenyat (del mateix color que el 
botó de selecció escollit). 
En el cas en què s’hagi seleccionat la tècnica de fixació de la precisió del sistema, apareix 
també un slider que permet modificar-ne la corresponent constant de precisió ( vp KK , o aK  
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si la planta té cap, un o dos integradors purs, respectivament). Pot consultar-se també, entre 
parèntesis, el valor de l’increment de la constant de precisió  aplicat 12 iii KKK −=∆  
 
• Slider de la constant de precisió 2iK  (de color verd) 
Nota: Quan el pol del compensador es troba a la dreta del zero ( cc pz < ), apareix el següent 
missatge: ‘NO ÉS UN COMPENSADOR PER RETARD DE FASE (pol<zero)’ 
Figura ll.g.a. (Lloc geomètric de les arrels) 
 En aquesta figura es representen els següents elements: 
 
• Lloc geomètric de les arrels de la planta de temps discret (de color blau fosc) 
• Lloc geomètric de les arrels del sistema de temps discret compensat (del 
mateix color que el botó de selecció escollit) 
Per últim, i en cas d’haver-se’n seleccionat la seva visualització (veure apartat 3) d’aquesta 
fitxa), es representen també: 
 
• Pols de la planta de temps discret (creus de color blau fosc) 
• Zeros de la planta de temps discret (creus de color blau fosc) 
• Pol del compensador (creu de color blau clar) 
• Zero del compensador (cercle de color blau clar) 
En el cas de seleccionar l’opció ‘compensador lliure’, apareixen: 
 
• Pols de llaç tancat del sistema sense compensar (triangles de color negre) 
• Pols de llaç tancat del sistema compensat (triangles de color magenta) 
Per últim, en el cas d’aplicar la tècnica de la fixació de la precisió del sistema, es visualitzen: 
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• Pols de llaç tancat desitjats del sistema sense compensar (triangles de color 
vermell) 
• Pols de llaç tancat del sistema compensat (triangles de color verd) 
La zona estable d’ubicació dels pols (àrea limitada per la circumferència de radi la unitat) s’ha 
pintat de color groc. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura es representen les respostes indicials dels sistemes sense 
compensar (cercles de color blau) i compensat (cercles del mateix color que el botó de 
selecció escollit) de llaç tancat. Es dibuixa també el senyal de referència (cercles de color 
blau clar). 
En el cas d’haver-ho seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es poden visualitzar les 
respostes mantingudes amb un mantenidor d’ordre zero (zoh). 
Figura Diagrama Nyquist 
 En aquesta figura apareixen els diagrames de Nyquist del sistema sense compensar 
(corba polar de color blau) i del sistema compensat (corba polar del mateix color que el botó 
de selecció escollit). 
Figura Diagrama Bode Guany 
 En aquesta figura es visualitzen els diagrames de Bode de guany del sistema sense 
compensar (diagrama de color blau) i del sistema compensat (diagrama del mateix color que 
el botó de selecció escollit). 
 
S’ha pintat una línia vertical de referència (de color negre) ubicada a sT/piω = , essent sT  el 
període de mostratge. 
Figura Diagrama Bode Fase [graus] 
 L’explicació dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la de la 
figura anterior. En aquest cas, però, els diagrames representats es corresponen amb els 
diagrames de Bode de fase. 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb l’aplicatiu seleccionant si es vol aplicar la tècnica de 
disseny mitjançant la fixació de la precisió del sistema compensat, o bé, la manipulació lliure 
(del pol i el zero) del compensador, mitjançant l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del 
submenú que apareix en pantalla).  
Per altra banda, en aquest aplicatiu s’han facilitat alguns exemples de plantes de temps 
discret ( )()( zGzG p= ) que es poden seleccionar en el menú Settings que apareix a la barra 
superior que apareix per pantalla. En aquest menú s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 G(z)=0.043·(z+0.971)/((z-1)·(z-0.915)): exemple planta de temps discret. 
 G(z)=0.037·(z+0.718)/((z-0.989)·(z-0.372)): exemple planta de temps discret. 
 G(z)=0.012·(z+0.967)/((z-1)·(z-0.905)): exemple planta de temps discret. 
 G(z)=0.019·((z+3.261)·(z+0.245))/((z-1)·(z^2-1.289·z+0.637)): exemple planta 
de temps discret. 
 G(z)=0.010·((z+0.915)·(z+6.52e-4))/(z·( z-1)·(z-0.606)):  exemple planta de 
temps discret. 
 Dibuixar zeros i pols planta: permet activar/desactivar el dibuix dels zeros i els 
pols de )(zGp . 
 Dibuixar zero i pol compensador: permet activar/desactivar el dibuix del zero 
( cz ) i el pol ( cp ) del compensador. 
 Dibuixar pols de llaç tancat: permet activar/desactivar el dibuix dels pols de 
llaç tancat del sistema sense compensar i compensat (inclosos els pols 
desitjats ( dz )). 
 Sortida amb mantenidor d’ordre 0 (zoh): permet mantenir les respostes 
indicials de llaç tancat amb un mantenidor zoh. 
 Resposta Freqüencial: permet habilitar/deshabilitar les figures on apareixen 
els diagrames de Nyquist i Bode. 
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 Introduir pols de llaç tancat desitjats: permet especificar els pols de llaç tancat 
desitjats ( dz ) en la tècnica de disseny mitjançant la fixació de la precisió del 
sistema compensat. 
 Introduir paràmetres compensador: permet introduir els paràmetres que 
defineixen el compensador ( cc zK ,  i cp ). 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
La forma d’introduir els pols de llaç tancat desitjats ( dz ) i els paràmetres que defineixen el 
compensador ( cc zK ,  i cp ) serà la següent: 
 
 Pols de llaç tancat desitjats: [ ],..., 21 dd zz  
 Paràmetres del compensador: [ ]ccc pzK ,,  
A continuació, es detalla més detingudament quins són els elements manipulables en cada 
situació: 
Figura Selecció Disseny Compensador 
 Com ja s’ha comentat, en aquesta figura s’escolleix, mitjançant l’ús dels botons, si es 
vol aplicar la tècnica mitjançant la fixació de la precisió del sistema compensat, o bé, la 
manipulació lliure (del pol i el zero) del compensador: 
 
 Botó de selecció de la tècnica mitjançant la fixació de la precisió (quadrat de color 
verd) 
 Slider de la constant de precisió 2iK  (de color verd): [ ]112 ·25;·75.0 iii KKK ∈  
 Botó de selecció ‘compensador lliure’ (quadrat de color magenta) 
Figura ll.g.a. (Lloc geomètric de les arrels) 
 Segons quina sigui l’opció seleccionada, aquests són els elements manipulables 
d’aquesta figura: 
 
 Opció fixació de la precisió seleccionada: 
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 Pols del sistema de llaç tancat sense compensar desitjats (triangles de color 
vermell) 
Quan són manipulats, pot consultar-se el valor de les seves coordenades a la barra inferior 
que apareix per pantalla. 
 
 Opció ‘compensador lliure’ seleccionada: 
 
 Pol del compensador (creu de color blau clar) 
 Zero del compensador (cercle de color blau clar) 
 Pols de llaç tancat del sistema sense compensar (triangles de color negre) 
Quan són manipulats, apareix el valor de les seves coordenades a la barra inferior que 
apareix per pantalla, i en el cas dels pols de llaç tancat, pot consultar-se també el valor de la 
constant de proporcionalitat K  ( 0)()·(·1 =+ zGzGK pc ). 
 
 Pols de la planta de temps discret (creus de color blau fosc) 
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B.9. Aspectes tecnològics 
Fitxa 2: L’efecte Bumpless 
1) Breu explicació teòrica1:  
 Degut a que un controlador és un sistema dinàmic, és necessari assegurar-se que 
l’estat del sistema és correcte quan es commuta entre controladors. Aquesta commutació 
provoca transferència amb salt (bump transfer) en el senyal de control. Per evitar aquest 
problema, la sortida del segon controlador que es commutarà ha d’aproximar-se tant com 
sigui possible a la sortida del primer controlador, minimitzant així el salt brusc de les accions 
de control, amb el que es coneix com a transferència sense salt (bumpless transfer). 
La transferència sense salt (bumpless transfer) s’utilitza per minimitzar aquest salt en el 
moment de switch. En la seva implementació s’acostuma a utilitzar esquemes antiwindup, ja 
que l’essència d’ambdós mètodes (antiwindup i bumpless) és la mateixa, fer que el senyal 
s’aproximi al màxim possible a l’altre. 
Cal notar que si el moment de la commutació es produeix quan el primer dels controladors ja 
es troba en estat estacionari, el salt que es produeix en el moment del switch és inferior que 









 Karl J. Aström, Björn Wittenmark. Computer-Controlled Systems. Prentice-Hall 1997. (Capítol 8) 
 




Figura Selecció Paràmetres  
 En aquesta primera figura s’han representat les funcions de transferència dels dos 
controlador PI (C1(s) i C2(s)) i la planta del sistema que es vol controlar (P(s)). A més, són 2 
els casos que es poden visualitzar: el primer, en el que es pot apreciar l’efecte de commutar 
entre el primer i el segon controlador (efecte bump) i, el segon, en què el salt en el moment 
de commutació desapareix o es redueix considerablement (efecte bumpless). 
A més, també apareixen dos sliders que fan referència a l’entrada del sistema (entrada graó) 
i a l’instant en què es decideix fer el switch entre controladors. 
Quan seleccionem l’opció del sistema amb l’efecte bumpless incorporat, ens apareixeran dos 
nous sliders que ens permetran variar el valor de les constants dels llaços bumpless de 
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Figura Saturació 
En aquesta figura s’ha dibuixat la funció de l’actuador del bloc de saturació. A més, a 
l’extrem del límit de saturació superior apareix un cercle de color vermell que ens permetrà 
variar els límits de l’actuador de saturació. 
 
• Funció del bloc de saturació: límit inferior - part lineal - límit superior (línia contínua de 
color magenta). 
• Línies de referència dels límits de la saturació (línies horitzontals discontínues de 
color magenta). 
Figura Sortida Controlador PI 
Sortides dels controladors PI (p1(t) i p2(t)). 
 
• Sortida dels controladors PI pel cas bump (línies contínues de color vermell). 
• Sortida dels controladors PI pel cas bumpless (línies contínues de color verd). 
• Línia de referència que indica l’instant de temps en què es produeix la commutació 
entre controladors (línia discontínua de color groc). 
Figura Sortida bloc de saturació 
Sortida de l’actuador de saturació (u(t)). 
 
• Sortida del bloc de saturació pel cas bump (línies contínues de color vermell). 
• Sortida del bloc de saturació pel cas bumpless (línies contínues de color verd). 
• Línia de referència que indica l’instant de temps en què es produeix la commutació 
entre controladors (línia discontínua de color groc). 
Figura Sortida Sistema 
Sortida del sistema global (y(t)). 
 
• Sortida del sistema pel cas bump (línies contínues de color vermell). 
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• Sortida del sistema pel cas bumpless (línies contínues de color verd). 
• Entrada graó al sistema global (línia contínua de color blau cel). 
• Línia de referència que indica l’instant de temps en què es produeix la commutació 
entre controladors (línia discontínua de color groc). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa escollint quin dels 2 casos d’estudis vol 
visualitzar. A més, podrà modificar els límits del bloc de saturació, el valor de l’entrada del 
sistema global, l’instant de switch i les constants K dels llaços bumpless mitjançant l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla). 
En el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla, s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Selecció Paràmetres  
 Botó de color vermell (cas bump) 
 Botó de color verd (cas bumpless) 
 Slider de l’entrada del sistema (r(t)), r∈[0,5] 
 Slider de l’instant de switch (t), t∈[0,20] segons 
 Slider de les constants dels llaços bumpless (K1 i K2) , K1,K2∈[0,10] 
Figura Saturació 
 Límits del bloc de saturació (cercle de color vermell) 
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Fitxa 3: L’efecte de la quantificació dels coeficients dels controladors de temps discret 
1) Breu explicació teòrica1:  
 Donat que els controladors digitals s’implementen amb registres de longitud de 
paraula finita, cada un dels coeficients que els representen han de ser quantificats amb un 
número finit de bits.  
A continuació presentem un exemple en el que podrem visualitzar una de les conseqüències 
d’aquest efecte en l’implementació dels controladors digitals. 
Si considerem el controlador digital descrit per la següent funció de transferència: 
3 2
4 3 2
1.584 1.2769 0.5642( )
2.689 3.3774 2.3823 0.6942
z z zH z
z z z z
+ + +
=
+ + + +
 
amb pols ubicats a 1 0.999z = , 2 0.697z =  i 3,4 0.4965 0.8663z j= ± , i els coeficients 
d’aquest controlador són quantificats per truncament amb 3 bits per la dreta del punt binari, 
llavors el nou controlador quantificat té una funció de transferència de la forma: 
3 2
4 3 2
1.5 1.25 0.5( )
2.625 3.3749 2.3748 0.6249q
z z zH z
z z z z
+ + +
=
+ + + +
 
que té dos pols fora del cercle unitat en el pla z (el controlador quantificat és inestable).   
En general, quan els pols dels controladors són molt pròxims els uns dels altres, petits canvis 
en els coeficients del denominador causen grans canvis en la localització dels pols dels 
controladors. 
Una possibilitat per tal d’evitar el problema de la sensibilitat dels coeficients del controladors, 
és descomposar en cascada i en sistemes de primer o de segon ordre els controladors 
d’ordre (grau del denominador) elevat. 




 The Control Handbook. Editor, William S. Levine. CRC Press LLC, 1996 (Capítol 15) 
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Així doncs, si prenem altra vegada el controlador de l’exemple anterior i el descomposem en 
fraccions simples de la forma següent: 
2
2
0.862 1 0.722 0.6545( )
0.999 0.697 0.993 0.997
z z zH z
z z z z
 + + +   
=     + + + +     
 
i tornem a quantificar els coeficients tal i com hem fet anteriorment, veurem que ara el nou 
controlador quantificat resulta: 
2
2
0.75 1 0.625 0.625( )
0.875 0.625 0.875 0.875q
z z zH z
z z z z
 + + +   
=     + + + +     
 




 En aquesta primera figura, s’han expressat les funcions de transferència dels dos 
exemples de controladors digitals que es faciliten en aquest aplicatiu. Més endavant, en 
l’apartat en què es descriu l’interactivitat d’aquest aplicatiu, veurem com es poden introduir 
noves funcions de transferència per nous controladors discrets. 
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A més, apareixen les diferents opcions, en forma de botons, que es vulguin visualitzar: 
 
 Controlador digital (controlador discret sense haver quantificat dels seus coeficients), 
botó de color blau. 
 Quantificació per truncament (controlador discret original amb els coeficients 
quantificats per truncament), botó de color vermell. 
 Quantificació per arrodoniment (controlador discret original amb els coeficients 
quantificats per truncament), botó de color verd. 
I per últim, en el cas d’haver optat per analitzar els casos en què es quantifiquen els 
coeficients dels controladors, apareix un slider que ens permetrà escollir quin és el número 
de bits que volem emprar per a la quantificació. 
Figura Pols i zeros  
En aquesta figura s’han mapejat els pols i els zeros del sistema de temps discret que 
s’estigui analitzant en el pla z. La zona estable d’ubicació dels pols dels controladors en el 
pla z, s’ha pintat de color groc. 
 
• Pols i zeros del controlador original (creus i cercles de color blau) 
• Pols i zeros del controlador amb els coeficients quantificats per truncament 
(creus i cercles de color vermell) 
• Pols i zeros del controlador amb els coeficients quantificats per arrodoniment 
(creus i cercles de color verd) 
Figura Diagrama de Bode (guany) 
L’escala de les coordenades verticals (guanys) és en dB’s i l’escala  de les coordenades 
horitzontals (freqüències) és logarítmica i en radians/segons. 
 
• Línia de referència a 0dB’s (línia discontínua horitzontal de color negre). 
• Diagrama real de guany del controlador original (línia contínua de color blau). 
• Diagrama real de guany del controlador amb els coeficients quantificats per 
truncament (línia contínua de color vermell). 
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• Diagrama real de guany del controlador amb els coeficients quantificats per 
arrodoniment (línia contínua de color verd). 
• Línia de referència a sT/piω =  (línia contínua vertical de color negre) 
Figura Diagrama de Bode (fase) [graus] 
L’escala de les coordenades verticals (fases) és en graus i l’escala de les coordenades 
horitzontals (freqüències) és logarítmica i en rad/s. 
 
• Línia de referència a 0º (línia discontínua horitzontal de color negre). 
• Diagrama real de fase del controlador original (línia contínua de color blau). 
• Diagrama real de fase del controlador amb els coeficients quantificats per truncament 
(línia contínua de color vermell). 
• Diagrama real de fase del controlador amb els coeficients quantificats per 
arrodoniment (línia contínua de color verd). 
• Línia de referència a sT/piω =  (línia contínua vertical de color negre) 
Figura Diagrama de Nyquist 
 
• Diagrama de Nyquist del controlador original (línia contínua de color blau). 
• Diagrama de Nyquist del controlador amb els coeficients quantificats per truncament 
(línia contínua de color vermell). 
• Diagrama de Nyquist del controlador amb els coeficients quantificats per 
arrodoniment (línia contínua de color verd). 
Figura Sortida controlador (entrada graó) 
 
• Senyal d’entrada al controlador digital, entrada graó (línia contínua de color blau cel) 
• Senyal de sortida del controlador original (línia contínua de color blau). 
• Senyal de sortida del controlador amb els coeficients quantificats per truncament 
(línia contínua de color vermell). 
• Senyal de sortida del controlador amb els coeficients quantificats per arrodoniment 
(línia contínua de color verd). 
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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant l’opció de la quantificació 
aplicada en els coeficients dels controladors digitals mitjançant l’opció Manipulate (icona en 
format de dit que apareix a la barra superior que apareix per pantalla).  
En aquest aplicatiu es faciliten dos controladors digitals (C1(z) i C2(z)), i a més, es dóna la 
possibilitat de modificar l’expressió del numerador i denominador de la funció de 
transferència dels controladors per a poder introduir nous casos d’estudi.  
Aquestes opcions es troben en el menú Settings, a la barra superior que apareix per 
pantalla, on es presenten les següents opcions: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemple I: Controlador C1(z): exemple del primer controlador. 
 Exemple II: Controlador C2(z): exemple del segon controlador. 
 Introduir coeficients controlador: permet introduir els coeficients del 
numerador i del denominador de la funció de transferència d’un nou 
controlador discret. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
La forma d’introduir els coeficients del numerador i el denominador de la funció de 
transferència del controlador digital ( )(zC ) serà la següent: 
Numerador i denominador ( )(zC ): 0 1 0 1[ , ,..., ],[ , ,..., ]n mb b b a a a , 





















En aquesta figura es poden manipular els botons que permeten seleccionar les opcions 
de la quantificació dels coeficients dels controladors: 
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 Controlador original (botó de color blau) 
 Quantificació per truncament (botó de color vermell) 
 Quantificació per arrodoniment (botó de color verd) 
Per altra banda, si s’ha seleccionat la quantificació dels coeficients, es pot manupular l’slider 
associat a l’elecció número de bits per a la quantificació: 
 
 Número de bits, n ∈ [2,32] bits 
 
Fitxa 4: L’efecte de l’estructura dels controladors de temps discret en la quantificació 
dels seus coeficients  
1) Breu explicació teòrica1:  
 Un efecte de les longituds de paraules finites en els computadors digitals és que els 
paràmetres del filtre o coeficients poden escollir-se segons un conjunt finit de valors 
permesos. Els procediments de disseny clàssic condueixen a funcions de transferència de 
filtres amb coeficients de precisió arbitrària que han de ser alterats per a la seva realització 
utilitzant dispositius de càlcul digital. Una aproximació a aquest problema és seleccionar una 
estructura de filtre que no sigui sensible a les imprecisions dels coeficients. 
 Per exemple, realitzant un filtre directament (estructura directa), es permet una major 
probabilitat d’inestabilitat que col·locant-lo en cascada o en paral·lel amb mòduls de segon 
ordre. Això és degut a què les arrels dels polinomis es tornen més sensibles als canvis de 
paràmetres a mesura que s’augmenta l’ordre dels polinomis. 
 




 Sistemas de Control Digital. Análisis y Diseño. Editorial Gustavo Gili, S.A., 1993. Charles L. Phillips, 
H. Troy Nagle, Jr. 
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Quantificant els coeficients d’un filtre digital obliguem efectivament a què els pols i els zeros 
del mateix estiguin situats en un número finit de punts discrets en el pla z. 







a a z a z
D z






 realitzat amb l’estructura 
directa D1. Donat que els zeros no poden causar inestabilitat, examinem únicament els pols: 
Els pols estan donats, en forma polar, per: 
2 2 2
1 2( · )·( · ) (2 cos )j jz r e z r e z r z r z b z bθ θ θ−− − == − + = + +  
Suposem que quantifiquem 1b  a 1
qb i 2b  a 2
qb : 
Doncs bé, quantificant 1b  (és a dir, 2 cosr θ ), s’obliga a què els pols estiguin ubicats en un 
número finit de línies verticals, 1cos / 2
q
r bθ = , mentre que quantificant 2b  (és a dir, 2r ), 
s’obliga, a més a més, a que els pols quedin situats en cercles de radi 2
q
r b= . 
Nota: Si en comptes d’utilitzar l’estructura directa D1, s’utilitza l’estructura creuada X1, 
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Figura Selecció bits quantificació 
 En aquesta primera figura, apareix un slider en el que es representen el número de 
bits de la quantificació. 
Figura Estructura creuada 
En aquesta figura podem veure com, en el cas de realitzar el controlador en 
estructura creuada X1, la localització dels pols està damunt d’una reixa rectangular (punts de 
color vermell). 
Figura Estructura directa 
A diferència de la figura anterior, i si l’estructura ara utilitzada és l’estructura directa 
D1, la localització dels pols està damunt de línies verticals i de cercles (punts de color blau). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el número de bits de la 
quantificació mitjançant l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix 
en pantalla), visualitzant així les diferents localitzacions dels pols (i dels zeros) segons 
l’estructura d’implementació que s’utilitzi. 
En el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla, s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Selecció bits quantificació 
Slider elecció número de bits per a la quantificació: 
 
 Slider número de bits; nº bits ∈ [1,6] bits 
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